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开放海域污染物扩散的分形模拟
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摘要:通过对传统分数布朗运动模型以及改进了的 FBMINC 模型的分析,与粒子跟踪模型结合,提
出应用范围更广的加速分数布朗运动(AFBM)粒子跟踪模型,并用于模拟海洋表面漂浮污染团的

扩散。 模拟结果表明,与传统模型的模拟结果比较,加速分数布朗运动粒子跟踪模型更准确可靠;
由于豪斯特指数的取值范围得到扩展,加速分数布朗运动粒子跟踪模型的应用范围更广泛。
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Fractal simulation of diffusion of pollutants in open ocean / / QU Bo1, ADDISON Paul S2, DONG Yanmei3(1. Science
Faculty, Nantong University, Nantong 226007, China; 2. Cardio Digital Ltd. , Edinburgh EH33 1EH, UK; 3. City
College of Kunming University of Science and Technology, Kunming 650051, China)
Abstract: The traditional fractional Brownian motion ( FBM) model and the improved FBMINC model were analyzed.
Based on these two models and the particle tracking model, an accelerated fractional Brownian motion (AFBM) particle
tracking model was developed and used to simulate the diffusion of floating pollutants in oceans. The simulation results show
that, compared with the traditional model, the AFBM particle tracking model is more reliable and has a wider scope of
application, due to the wider range of the Hurst exponent.
Key words: diffusion; accelerated fractional Brownian motion; particle tracking model; fractal; open ocean

摇 摇 研究海洋表面的浮标轨迹及污染物的扩散方法

有很多,如苏京志等[1] 建立了以海表地转流为主要

回归自变量的回归模型来模拟浮标漂流轨迹;郭民

权等[2]在 Daniel 等[3]提供的方法的基础上,通过追

踪海表漂移物轨迹和目标大小,用拉格朗日算法,建
立了海表目标物漂移的预测模型,用树枝模拟的方

法研究了浮子漂移在平潭近岸海域的轨迹;王胜正

等[4]结合海表目标漂移物的形状和统计模型,模拟

了海表漂移物的轨迹。 海表漂浮污染物的传播和风

速有关;陈丽萍等[5]发现,随着风速的增大,水气交

界面附近的速度梯度会增大,从而增大挥发性污染

团的挥发;韩龙喜等[6] 在研究连云港近岸海域污染

物随潮流输移和浓度增量的变化规律时,采用了二

维数学模型模拟研究海域的流场和污染物输移轨

迹,发现污染物的浓度增量与污染物的排放量成正

比,与水体流速、流量成反比;武国正等[7]研究了分形

维数算法在水体营养状况评价中的适用性。 本文用

分形中的分数布朗运动来研究流体中污染物的传播。

由于更适合对普遍的、各种不同程度扩散的模

拟[8鄄10],分数布朗运动已经越来越受到人们的青睐。
Qu 等[11]研究了分数布朗运动的 FBMINC 模型, 并

与 Mandelbrot 的分数布朗运动模型(FBM)进行比

较, 得出比 FBM 更精准的结果。 瞿波等[12] 用

FBMINC 模型模拟了沿海海表面污染物的扩散,并
与传统的布朗运动进行了比较,发现控制扩散程度

的豪斯特指数 H (0 < H < 1) 起着重要的作用。
Sanderson 等[13]研究发现,海面漂浮物的豪斯特指

数在 0郾 8 左右,也就是说,宽阔海面上污染物的扩散

大多是持续性的扩散(H>0郾 5)。 Sanderson 等[14] 发

现,卫星跟踪的海面浮标的轨迹尺度在 10 ~ 4 000 m
之间,其分形维数 Df 在 1郾 34 左右。 根据分形维数

和豪斯特指数之间的关系(Df = 1 / H), 豪斯特指数

H 在 0郾 8 左右。 Sanderson 等[15] 将扩散范围扩展到

了 8 ~ 150 km 尺度,指出对于宽阔的海面,漂流物的

豪斯特指数可以超过 1,并首次提出了加速分数布

朗运动。
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分数布朗运动因其灵活性,不仅被应用于流体

中[16], 而且被应用于日常生活的很多分支, 包括金

融、股市、医疗器械(脑电图)、人体的毛细胞血管分

布、岩石的裂缝等。 而分数布朗运动粒子追踪模型

在沿海、河流等区域有广泛的应用。 对宽阔的海面,
分数布朗运动中的豪斯特指数的限制(0<H<1)已

不能满足要求,加速分数布朗运动模型(AFBM)应

运而生。 本文在介绍加速分数布朗运动模型的基础

上,采用该模型对海洋污染物的扩散进行模拟。

1摇 分数布朗运动模型

Mandelbrot 的分数布朗运动模型[17]为

BH( t) = 1
祝 H + 1( )2

乙t
-肄

( t - s) H-1 / 2dB( s) (1)

式中:BH( t)为具有豪斯特指数 H 的分数布朗运动

在时刻 t 的轨迹;B( s)为布朗运动在时刻 s 的轨迹;
祝(x)为伽玛函数。

式(1)中的时间是从负无穷大开始的。 如果限

制时间从零点开始, 得到改进了的分数布朗运动

模型:

BH( t) - BH(0) = 1
祝 H + 1( )

[
2

乙t
-肄

( t - s)H-1 / 2dB( s) -

乙0
-肄

(0 - s) H-1 / 2dB( s ]) = 1
祝 H + 1( )2

{

·

乙0
-

[
肄

( t - s) H-1 / 2 - ( - s) H-1 / ]2 dB( s) +

乙t
0
( t - s) H-1 / 2dB( s }) (2)

摇 摇 瞿波等[11鄄12] 对 FBM 作了改进,得到 FBMINC
模型:

BH( i) - BH( i - 1) = 1
祝 H + 1( )

{
2

移
i -2

[
j = i -M

( i - j)H-1 / 2 -

( i - j - 1) H-1 / ]2 R( j) + R( j - 1 }) (3)

BH( t) - BH(0) = 移
t

i = 1
[BH( i) - BH( i - 1)]摇 (4)

式中:i 为时间;M 为记忆长度;R 为随机漫步。
FBMINC 模型克服了 FBM 模型的一些弱点,变

得更精准[11],已成功应用于海湾和河流扩散模拟

中[9,12,16]。
一簇污染物随时间扩散的方差和时间 t 的关

系为

滓2
c( t) 邑 tH (5)

式中 滓c( t)为标准差。

2摇 加速分数布朗运动模型

Sanderson 等[14]发现海洋表面浮标的轨迹大多

呈分数布朗运动,其豪斯特指数在 0郾 73 ~ 0郾 84 之

间。 海洋上的浮标分数维数可用结构散布技术计

算[18]。 图 1 是一个海上浮标的轨迹[18],其豪斯特指

数是 0郾 8。 但是在宽阔的海面上,豪斯特指数可以

超过 1[14鄄15],需要新的方法来模拟这种情形的轨迹。

图 1摇 海上浮标的移动轨迹[15]

如果 t 时刻一对浮标之间的距离为 S( t), 经过

重新调整时间, 其轨迹的相对速度将不恒定,出现

加速的情形。 据 Sanderson 等[15] 的研究,粒子之间

距离的方差 滓2
c( t)和 t2H+B成比例:

滓2
c( t) 邑 t2H+茁 (6)

式中 茁 为常数,茁逸 0。 如果 茁 = 0, 将变成分数布朗

运动(式(5))。 因此,加速分数布朗运动可以通过

对时间的调整由分数布朗运动得到。
设基于分数布朗运动所需要的时间是 t, 要成

为加速分数布朗运动,所需要调整的时间为 t忆 = t酌,
这里 酌>1。 根据原来的分数布朗运动有

Xp =
1

祝 H + 1( )2
乙0

-肄
[( t忆 - s) H-1 / 2 -

( - s) H-1 / 2]dB( s) + 乙t忆
0
( t忆 - s) H-1 / 2dB( s) (7)

式中 Xp 为加速分数布朗运动在时间 t 的轨迹。 由

于 Xp( t)的方差满足 Var(Xp( t))邑t忆2H,有
t忆2H = ( t酌) 2H = t2H+茁 (8)

其中 酌 = 1 + 茁
2H摇 摇 t忆 = t1+

茁
2H (9)

所以,在加速分数布朗运动模型中,时间步长、记忆

M 和时间间隔 驻t 都需根据式(9)重新调整。
可以用 lg滓c鄄lg t 图中的斜率来计算豪斯特指

数[16, 18]。 当运动是加速分数布朗运动时, lg滓c鄄lgt
的斜率不再限于 1 以内,此时用 H浊 来表示此斜率,
并称之为表面豪斯特指数。

假设 lg滓c鄄lgt 曲线的斜率为 H浊,则 2H+茁=2H浊,
从而有
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茁 = 2(H浊 - H) (10)
因此, 对加速分数布朗运动模型, 一组粒子扩散时

的标准差 滓浊 和时间的关系式如下:
滓浊 = (2Df t) H浊 (11)

式中 Df 为扩散系数。 两边取对数, 得:
lg滓浊 = H浊 lg t + H浊 lg(2Df) (12)

这里, lg滓浊鄄lgt 曲线的斜率即为表面豪斯特指数

H浊,其值可以大于 1, 截距是

A = H浊 lg(2Df) (13)

可得 Df = 0郾 5 伊 10A / H浊 (14)
对加速分数布朗运动,扩散系数 Df 需在原来的扩散

系数 D忆f 基础上作调整。
Df 和 D忆f 的关系如下:

(2D忆f t忆) 2H = (2Df) 2H+茁 (15)
将式(9)代入可得:

D忆f = 2茁 / 2HD1+茁 / 2H
f (16)

由此就可以模拟污染物在加速分数布朗运动时的轨

迹。 一般的水利工程中,扩散系数在 0郾 01 ~ 0郾 02 之

间[16]。 对海面上漂浮的污染物轨迹来说,可以取 H=
0郾 8,Df = 0郾 01,然后计算出表面豪斯特指数 H浊。 此

时 H浊>1。
要注意的是,加速分数布朗运动应满足式(6),

其扩散系数 Df 是根据式(15)对常规布朗运动的扩

散系数 D忆f 进行调整而得,如果单纯增大扩散系数,
给扩散系数一个较大的定值,不能达到加速的目的,
因为从式(15)可知,在扩散系数增大的同时,时间

也在不断地增大。 只有在扩散系数和时间同时增大

的前提下,才能获得加速分数布朗运动。

3摇 加速分数布朗运动的粒子跟踪模型

流体中污染团的传播轨迹由分流和扩散两个运

动的组合来完成,其位置变化为:
驻xi = U(xi,yi)驻t + 驻BHx

(xi,yi) (17)
驻yi = V(xi,yi)驻t + 驻BHy

(xi,yi) (18)
式中:驻xi、驻yi 分别为污染团在两个坐标方向上的

位置变化;U(xi,yi)、V(xi,yi)为在时刻 t 沿两个相

互垂直方向上的水流速度;驻BHx
( xi,yi)、驻BHy

( xi,
yi)为在 U、V 方向上的扩散位移, 可由分数布朗运

动 FBMINC 模型计算得到。 在宽阔的海面上模拟污

染团的扩散,将会用到加速分数布朗运动。 图 2 为

海面上漂浮的一个污染团在 3 个时刻的形状和位置

(图中 O1B 和 O2C 分别代表时刻 1 和时刻 2 的 x 方

向,O2D 代表时刻 1 至时刻 2 污染团的扩散方向,
O2E 代表时刻 2 流速方向的垂直方向)。

英国诺森伯兰海洋所在 1995—1996 年在英国

图 2摇 沿扩散方向的运动

诺森伯兰海洋投放了几个燃料污染团, 英国沃灵夫

特水利公司(HR Wallingford, HR)用传统的布朗运

动模型对此做了模拟,笔者用加速分数布朗运动粒

子扩散模型对相同的数据也进行了模拟,结果表明

笔者的模拟略胜英国沃灵夫特水利公司的模拟[16]。
图 3 是对在英国诺森伯兰海洋 Horden 区域的

污染物 W (W1, W2, W3, W4, W5, W6 代表污染

物扩散的不同时刻的等高图)的模拟结果。 本文用

一簇 2 000 个粒子组成的粒子云(P = 2 000)来模拟

一个污染物体。 每个粒子都遵循式(17) (18)描述

的运动轨迹(分流加分散,而分散部分用了加速分

数布朗运动)。 对此粒子云,可以计算出平面的等

高线,而每个时刻的质量浓度由外而内分别为

0郾 01 滋g / L、0郾 1 滋g / L、1 滋g / L、 10 滋g / L、 100 滋g / L。
当等高线图扩散开去时,最大的质量浓度从 100 滋g / L
降低到 10 滋g / L,或甚至 1 滋g / L。 先计算出沿 x、y、
r(x, y是坐标轴方向,r 是沿漩涡半径的方向)、 U、
V 方向上的粒子束扩散运动的标准差(滓x, 滓y, 滓r,
滓U, 滓V)。 表 1 是沿这 5 个方向标准差的计算结果。
根据式(12), 可以计算出 5 个方向表面豪斯特指数

H浊 分别为 1郾 065 4、1郾 090 4、1郾 081 6、1郾 232 6、0郾 683 3,
可见,对污染物 W,H浊 的值在 0郾 383 3 ~ 1郾 232 6 之

间,有 4 个方向的 H浊 都超过了 1。

图 3摇 FBMINC 模型的粒子云扩散轨迹

对 模 拟 结 果 和 原 始 观 测 数 据 以 及 英 国

Wollingford水利公司的模拟结果作了比较,比较的方
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表 1摇 污染团扩散过程的 lgt 和 lg滓

污染团 lgt lg滓x lg滓y lg滓r lg滓U lg滓V

W1 7郾 038 8 2郾 528 2 2郾 519 6 2郾 856 3 2郾 432 0 2郾 577 0
W2 8郾 284 0 3郾 238 9 2郾 628 8 3郾 290 9 2郾 930 9 2郾 957 4
W3 8郾 757 8 3郾 748 1 3郾 352 5 3郾 865 6 3郾 686 6 3郾 265 2
W4 9郾 098 3 4郾 345 2 3郾 755 5 4郾 284 3 4郾 099 8 3郾 696 5
W5 9郾 397 6 5郾 107 9 4郾 413 6 4郾 945 5 4郾 830 0 4郾 156 3
W6 9郾 681 6 5郾 207 8 5郾 198 9 5郾 501 2 5郾 473 1 4郾 047 2

法用了两种:一种是比较标准差,另一种是比较浓度的

水平轮廓面积的大小。 结果表明,标准差的比较是最

稳定的方法。 沿 U, V 方向的标准差的计算公式如下:

滓U =
移
i,j

c( i,j)A( i,j)(UC( i,j) - 軍U) 2

移
i,j

c( i,j)A( i,j)
(19)

滓V =
移
i,j

c( i,j)A( i,j)(VC( i,j) - 軈V) 2

移
i,j

c( i,j)A( i,j)
(20)

式中:UC( i, j)、VC( i, j) 是 U、 V 方向上的网格中心

点沿 U、V 方向的速度;軍U、軈V 是每个网格中心的位置

的速度值; c( i, j) 是该网格的浓度; A( i, j) 是该

网格的面积。
表 2 为污染团 W 的模拟结果在 U、 V 方向上的

不同时刻污染物扩散的标准差和相应的观测值的比

较,结果显示,模拟结果和观测值的差距不大。 模拟

的结果在 W1 和 W4 低于观测值,而在 W2、W3 高于

观测值,相对误差在依30%之内。 因为 W5、W6 这两

个时刻的最大质量浓度小于 1 滋g / L,本身的精确度

不高,忽略而不作比较。
表 2摇 U、 V 方向模拟结果和观测值的比较

污染团

滓U 滓V

模拟值 观测值
模拟值 /
观测值

模拟值 观测值
模拟值 /
观测值

W1 9郾 888 11郾 448 0郾 86 11郾 421 13郾 835 0郾 83
W2 34郾 733 20郾 627 1郾 68 28郾 406 21郾 249 1郾 33
W3 54郾 228 43郾 430 1郾 25 36郾 964 29郾 470 1郾 25
W4 80郾 786 80郾 167 1郾 00 44郾 996 52郾 443 0郾 86

对其他的污染物也作了比较,结果显示,模拟和

观测结果的标准差之比在 0郾 4 ~ 1郾 85 之间。 考虑到

在整个计算过程中始终选用了同一个 H 值(H=0郾 8),
在此基础上再计算表面豪斯特指数的值,因此认为结

果较为满意。 此外与 HR 的模拟面积以及观察面积比

较[16鄄17], 结果表明,HR 的模拟结果低估了通常的浓度

水平,而本文的模拟结果高估了低浓度的水平。

4摇 结摇 语

本文在以往的分数布朗运动的基础上,介绍了

加速分数布朗运动模型的粒子追踪模型,并利用

AFBM 粒子追踪模型进行模拟。 根据英国森伯兰海

洋所提供的污染团随时间扩散的水平面等高线图,
将其转化成网格点数据,然后计算粒子束运动的标

准差。 对 AFBM 模型作了推导, 主要思路是在

FBMINC 模型的基础上,通过调节时间参数,从而调

节豪斯特指数和扩散系数, 以达到加速运动的目

的。 本文用 AFBM 粒子跟踪模型对 2 000 个粒子云

进行扩散追踪,计算出粒子云的标准差,并和实际数

据(等高图)进行了比较。 模拟的结果和观测值的差

距不大。 尽管本文的模拟结果高估了低浓度的水平,
而 HR 的模拟结果低估了通常的浓度水平,总的来

说,本文的模拟效果略胜一筹。
加速分数布朗运动粒子跟踪模型的表面豪斯特

指数 H浊 具有更大的变化范围(H浊 可以大于 1),显示

出在模拟开阔海面污染物扩散方面的优越性。 本文介

绍的方法方便简捷、实用,并可以推广到三维的情形。
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