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向家坝下长江干流长河段河道横剖面分形特征
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摘要:以长江干流向家坝—朱沱河段内局部碍航滩段为研究对象,建立二维非恒定 分形数学模型,
统计满足最低维护水深的航道宽度,计算河道横剖面分维数,显示其呈 1 阶分维特性。 河流宽度分

维数和水深以及与所在河段、所在断面的形状有很大关系,一般浅滩呈现宽度分维数随水深增大而

增大的趋势,横剖面分维数随流速增大整体上呈逐渐减小的趋势。 对比同一河段内各滩分维数的

大小,在上游流量相同时,河道横断面地形越平顺横剖面分维数越小。
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Fractal research of long river channel爷s transverse section downstream Xiangjiaba Dam of Changjiang River / / NI
Zhihui1, 2, 3, ZHOU Zhou1, WU Lichun4, ZHONG Liang2, ZHAO Jian3(1. Key Laboratory of Hydraulic and Waterway
Engineering of the Ministry of Education, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, China; 2. National
Engineering Research Center for Inland Waterway Regulation, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, China;
3. Southwestern Research Institute of Water Transportation Engineering, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400016,
China; 4. Chongqing University of Education, Chongqing 400067, China)
Abstract:Using a navigation鄄obstructing section downstream the Xiangjiaba Dam of Changjiang River as a research object,
a two鄄dimensional unsteady fractal mathematical model that can meet the requirement for maintaining a minimum water
depth was established for statistical analysis of the channel width, and the fractal dimension of the river channel爷 s
transverse section was calculated, demonstrating one鄄order fractal dimension characteristics. The results show that the
fractal dimension of the channel width has a close relationship with the water depth, the topography of river reach, and the
shape of transverse section, demonstrating a general increasing trend of the fractal dimension of the channel width with the
increasing water depth for a shoal and a general decreasing trend of the fractal dimension of the transverse section with the
increasing flow velocity. Comparison of the fractal dimension of different shoals in the same river reach shows that the fractal
dimension is relatively small for a transverse section with smooth topography under the same flow rate from upstream.
Key words: fractal dimension; fractal analysis of transverse section; numerical simulation; unsteady flow; navigable
hydraulic elements; Xiangjiaba Dam; Changjiang River

摇 摇 分形理论( fractal theory)是由 Mandelbrot[1] 于
20 世纪 70 年代率先提出并创立的一种探索自然界

复杂形态的数学分支。 Mandelbrot 试图用这种方法

描述自然界中的一些传统欧氏几何无法描述的复杂

对象,例如弯曲的河流、复杂的海岸线等。 分形维数

是描述分形集几何特征的定量参数,能够反映分形

的基本特征。 流域水系、水网等地貌形态也具有分

形特征。 Nikora[2]对苏联境内多条河流平面形态的

分形结构进行了研究,得出河道平面形态在一定尺

度内具有分形特征的结论;Rego 等[3]用多重分形去

趋势波动法研究了巴西一些河流的主要的复杂水波

动,认为巴西河流水位可以从多重分形的角度得出

规律;Movahed 等[4] 采用分形方法研究了河流的流

量波动;Sapozhnikov 等[5鄄6] 提出了分析河道自相似

性的新方法。 地表水系是一种典型的分枝现象,这
种分枝图像具有自相似性。 Balkhanov 等[7鄄8] 从分形

的角度对一些河流水系进行了研究;Horton[9] 在对

水系进行诸多研究的基础上,提出著名的 Horton 定

律,目前研究表明世界上大多数河流满足 Horton 定

律,也即他们都有自相似性;沈中原等[10] 建立了多
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重分形计算模型,并将其用于流域地貌形态的分形

量化研究;马宗伟等[11]提出河流水系形态可通过其

分形特征来反映;白玉川等[12]对蜿蜒河流分维数做

了一定研究;陈康宁等[13]基于分形理论构建了区域

水资源系统脆弱性评价指标体系,并对河北省水资

源系统的脆弱性进行了评价;武国正等[14] 以乌梁素

海实测资料为例,分析了分形理论在水体营养状况

评价中的适用性;倪志辉等[15鄄19] 将分形理论应用于

河流垂线流速分布及水流掺混长度的研究上,并讨

论了长江重庆主城河段河流长度的分维数与洪水的

关系,得出同一河段,河流长度分维值越大,河流的

泄洪能力越差,所对应洪水发生的可能性以及洪水

的强度越大。 此外 Micheal 等[20鄄23] 近年来也在河流

分形方面做了许多研究;假冬冬等[24] 对弯曲河道数

值模拟的研究进展进行了总结,并分析了优劣。
本文以长江干流向家坝以下至重庆朱沱水文站

共长约 270 km 的河段为研究对象,在搜集大量实测

地形资料的基础上,利用一维及二维数学模型计算

河段的水流条件,并采用大量实测资料对进行验证,
表明数模计算结果可以作为变维分形的数据,结合

累计和变维分形的结果即纵、横剖面分形维数,确定

研究河段航道通航的指标。 针对局部重点滩险河

段,通过建立二维非恒定鄄分形数学模型,统计不同

水深条件下的河道宽度,采用累计和变维分形求解

河道横剖面的分形维数。 同时,分析横剖面分维数

与通航水流条件之间的关系。

1摇 二维非恒定鄄分形数学模型

1. 1摇 模型控制方程

连续性方程及 孜、浊 方向的动量方程分别为
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式中:h 为水深;H 为水位;g 为重力加速度; C孜、C浊

为正交曲线坐标系中的拉梅系数;孜、浊 为正交曲线

坐标系中的两个正交曲线坐标;u、v 分别为沿 孜、浊
方向的流速;n 为曼宁系数;滓 为各个方向上的应力

张量。
1. 2摇 定解条件

初始条件为各节点上的初始水位、流速:
H(孜,浊) t = 0 = H0(孜,浊) (4)
u(孜,浊) t = 0 = u0(孜,浊) (5)
v(孜,浊) t = 0 = v0(孜,浊) (6)

摇 摇 开边界给定水位或流量过程:
H = H( t) (7)
Q = Q( t) (8)

摇 摇 动边界采用冻结法处理,即在程序中设置干水

深、淹没水深和湿水深 3 个特征水深,当某一单元的

水深小于湿水深而大于干水深时,该单元只考虑质

量守恒,不考虑动量守恒;当水深小于干水深时,单
元被冻结,不参与计算;淹没水深用来检测单元是不

是已经被淹没。
1. 3摇 变维分形

Mandelbrot[1]将部分以某种方式与整体相似的

形体定义为分形。 分形分布满足如下关系式:
s = A忆y -D忆 (9)

式中:s 为欧氏长度;y 为度量尺码;D忆为分形维数;
A忆为比例常数。

对式(9)两端取自然对数得:
lns = lnA忆 - D忆lny (10)

在直角坐标系中 lns鄄lny 的图像为直线,用最小二乘

法拟合该直线,它的斜率即为-D忆,从而得到分形维

数 D忆。
河道横剖面分维的物理意义是流量在河流横向

长度方向的维数。 因此,流量与河流宽度间也存在

统一的自相似性:
Q = Ar -D (11)

式中:Q 为流量;r 为滩段最窄处河道宽度;D 为河流

横剖面分形维数,主要与流速、地形、水深等方面有

关;A 为比例常数。
D 为常数的分形称为常维分形;若 D 与特征线

度(这里的特征线度为河宽 r)呈函数关系,则称之

为变维分形。 事实上,自然界中大量的复杂现象都

需要用变维分形来描述,严格满足常维分形形式的

现象是不存在的。 维数是尺度变换下的不变量。 许

多学者对变维分形进行了研究,并提出了多种方法,
如采用累积和系列变换分形的方法[18]、一维动态豪
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斯道夫分维数法[25]。 本文采用由累计和序列获得

的分维模型,称为“累计和分形冶 [18]。 该方法的具体

步骤如下:
步骤 1摇 根据二维非恒定数学模型计算结果,

统计各特征流量下满足一定河道水深的水面宽度,
确定流量、河宽的原始数据对(Ni,ri),按 N 从小到

大排列,i=1, 2, …,n(n 为正整数)。
步骤 2摇 以(N1,N2,N3,…)为基本序列,按下

面的规则构造 1 阶累计和序列:
{S1 i} = {N1,N1 + N2,N1 + N2 + N3,…}

( i = 1,2,…,n) (12)
摇 摇 步骤 3 摇 建立 1 阶累计和的分段变维分形模

型。 双对数坐标中数据点(S1 i,ri)和(S1 i+1,ri+1)连线

斜率的相反数 D1 i,i+1即为 1 阶累计和的分段变维分

形的分维数。 根据 n 个数据对,可以得到 n-1 条线

段的分段变维分形的分维数,称之为分维数序列。
步骤 4摇 将(S1 i,ri)绘于双对数坐标中,并对该

数据序列做线性拟合,所得直线斜率即相应河段的

河流宽度分维数。

图 1摇 栈桥滩计算网格

1. 4摇 模型计算网格及验证

二维水流计算主要是在一维水流计算的基础

上,模拟重点滩段在日调节非恒定流影响下河道的

水流条件。 在长约 270 km 的研究河段上,选取 8 个

滩险河段,其中,水富—宜宾段 2 个,即栈桥滩和黄

葱咀滩;宜宾—朱沱段取 6 个滩段:杨柳碛滩、过兵

滩、金鱼碛滩、两条牛滩、白龙滩及磨盘石滩。
对选取的 8 个滩段分别建立模型,模拟河段平

均长度在 5 km 左右,计算滩段范围、网格滩头概况

以栈桥滩为例简要说明。
栈桥滩位于长江干流向家坝至宜宾航段内,下

距宜宾合江门 18郾 3 km,航道里程 1 062 km。 滩段左

岸沟口为冲积滩,左岸土神沱等石盘与右岸周家碛、
桐梓林边滩相对,致航槽弯、窄、险,故河段在枯中水

期时,河道流态紊乱以致碍航。 栈桥滩进口取在滩

段上游二郎滩附近,出口取在滩段下游碎米滩附近,
模拟河段约长 5 km,计算网格采用三角形非结构网

格,网格间距约 30 m,共布置 8 352 个网格单元,
3 009个网格节点,糙率根据流量的不同取 0郾 033 ~
0郾 035。 计算网格如图 1 所示。

结合河段实测资料及一维非恒定数学模型计算

值,根据所建立的二维水流数学模型对所选河段进

行模型验证,通过水面线、断面流速分布等验证模型

的合理性及其可靠性。
a. 水面线验证。 流量为 1780m3 / s 时栈桥滩及

黄葱咀滩段水面线计算值与实测值的对比如表 1 和

表 2 所示。
栈桥滩及黄葱咀滩的水面线计算值与实测值吻

合较好,误差全部小于 0郾 10m,符合相关规范的计算
表 1摇 栈桥滩二维数模水面线验证

距宜昌 / km 岸别 实测值 / m 计算值 / m 误差 / m

1 063郾 2

1 062郾 1

1 060郾 9

左 262郾 969 262郾 88 -0郾 089
右 262郾 945 262郾 85 -0郾 095
左 262郾 332 262郾 31 -0郾 022
右 262郾 137 262郾 16 0郾 023
左 261郾 700 261郾 66 -0郾 040
右 261郾 628 261郾 63 0郾 002

表 2摇 黄葱咀滩二维数模水面线验证

距宜昌 / km 岸别 实测值 / m 计算值 / m 误差 / m

1 053郾 1

1 052郾 0

1 051郾 4

左 260郾 554 260郾 61 0郾 056
右 260郾 550 260郾 53 -0郾 020
左 260郾 520 260郾 48 -0郾 060
右 260郾 527 260郾 46 -0郾 067
左 260郾 501 260郾 45 0郾 051
右 260郾 515 260郾 42 -0郾 095
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精度要求。
其余滩段受实测资料缺少的限制,采用一维非

恒定数学模型计算值对二维数学模型进行验证,验
证结果与栈桥滩和黄葱咀滩的水面线验证结果相

似,水位误差控制在规范要求的范围内,表明各计算

河段均能满足与原型河道阻力相似的要求。
b. 流速验证。 采用 3 个断面(栈桥滩段 2 个实

测断面(图 1 中 C1 和 C2)和黄葱咀滩段 1 个实测断

面 C3)的实测流速进行验证,验证结果见图 2 和

图 3。各测点流速计算值与实测值吻合较好,误差未

超过 15% ,达到计算精度要求。

图 2摇 栈桥滩河段断面流速分布验证(流量 1 780 m3 / s)

图 3摇 黄葱咀河段 C3 断面流速分布验证

其余滩段结合一维计算所得左右岸流速值,
对比验证相应流量下的二维数模岸边流速,验证结

果与栈桥滩和黄葱咀滩的验证结果相似,流速误差

控制在规范要求的范围内。

2摇 河道横剖面分维数

由于八个滩段分布在两个通航条件不同的航段

上,其中栈桥滩和黄葱咀滩位于长江干流水富—宜

宾航段,其余 6 个滩段位于长江干流宜宾—朱沱段。
在现行航道尺度下,水富—宜宾航段与宜宾—朱沱

航段最低维护水深不同,故按航道现状对 8 个滩险

河段分两个航段探讨。
2. 1摇 水富—宜宾航段

按航道现状统计满足最低维护水深要求的各特

征流量的河宽,即统计栈桥滩和黄葱咀滩满足1郾 8 m
最低通航水深时滩段最窄处河道宽度。 为计算两个

滩段横剖面分形维数,以栈桥滩为例,首先进行简单

分形计算,结果见图 4。 从图 4 可以看出,各数据点

明显不呈直线分布,说明栈桥滩河段河流宽度亦呈

变维分形关系,需要采用变维分形模型对其进行处

理。 采用累计和变维分形的方法对该河段的河流宽

度分形进行计算,计算过程见表 3(在此只列出 4 级

流量的计算过程,不过多赘述)。

图 4摇 栈桥滩河段河流宽度分维序列

表 3摇 栈桥滩河段河流宽度变维分维数计算

流量 Qi /
(m3·s-1)

宽度
ri / m

Di,i+1 S1 i
D1 i,i+1

S2 i

1 300 86郾 483 1 300 1 300
1 500 91郾 996 -2郾 315 575 2 800 -1郾 058 978 4 100
1 835 106郾 754 -1郾 354 895 4 635 -1郾 075 042 8 735
1 850 105郾 691 0郾 813 593 6 485 -1郾 065 509 15 220

对黄葱咀滩进行同样的过程计算,最终计算汇

总结果见表 4 及图 5,可以看出,数据点与所拟合的

直线吻合的很好,相关系数均大于 0郾 99,说明各滩

段的河流宽度具有一阶分维特性。
表 4摇 水富—宜宾段各滩段河流宽度分维值计算结果

滩摇 段 分维值 相关系数

栈 桥 滩 -1郾 014 2 0郾 998 9
黄葱咀滩 -1郾 204 3 0郾 998 4
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图 5摇 水富—宜宾段河流宽度 1 阶累计和分维序列

2. 2摇 宜宾—朱沱段

统计包括杨柳碛滩在内的 6 个滩段满足2郾 7 m
最低通航水深要求时滩段最窄处河道宽度,计算

6 个滩段横剖面分形维数。 以杨柳碛滩为例,由前

述栈桥滩计算过程可知,横剖面分维数呈 1 阶分维

特性,因此采用累计和变维分形的方法对杨柳碛滩

的河流宽度分形进行计算,计算过程同表 3。 对其

余 5 个滩段进行同样的计算,最终计算结果见表 5
及图 6。 可以看出,数据点与所拟合的直线吻合得

很好,相关系数均大于 0郾 99,说明宜宾—朱沱段内

各滩段横剖面分维数具有 1 阶分维特性。
表 5摇 宜宾—朱沱段各滩段河流宽度分维值计算结果

滩摇 段 分维值 相关系数

杨柳碛滩 -1郾 043 4 0郾 999 6
过 兵 滩 -0郾 925 1 0郾 994 8
金鱼碛滩 -1郾 179 2 0郾 996 7
两条牛滩 -1郾 265 3 0郾 993 7
白 龙 滩 -1郾 083 2 0郾 999 8
磨盘石滩 -1郾 225 7 0郾 994 7

图 6摇 宜宾—朱沱段河流宽度 1 阶累计和分维序列

2. 3摇 不同水深下横剖面分维数

上述计算横剖面分维数的过程中,河道宽度取

值为水富—宜宾段满足 1郾 8 m 水深的河宽及宜宾—
朱沱段满足 2郾 7 m 水深的河宽。 为讨论同河段下横

剖面分维数与水深的关系,现对两个航段内的滩段

不同水深下河道宽度分形维数进行计算,其中,水
富—宜宾段统计满足 2郾 7 m 及 3郾 5 m 水深的河道宽

度;宜宾—朱沱段统计满足 3郾 2 m 及 3郾 5 m 水深的

河道宽度,计算结果见表 6 及表 7。
表 6摇 水富—宜宾段各滩段分维值计算结果

水深 / m 滩摇 段 分维值 相关系数

2郾 7

3. 5

栈 桥 滩 -0郾 987 0 0郾 999 4
黄葱咀滩 -1郾 197 3 0郾 998 6

栈 桥 滩 -0郾 928 2 0郾 997 0
黄葱咀滩 -1郾 198 4 0郾 998 8

表 7摇 宜宾—朱沱段各滩段分维值计算结果

水深 / m 滩摇 段 分维值 相关系数

3. 2

3. 5

杨柳碛滩 -1郾 014 3 0郾 999 7
过 兵 滩 -0郾 962 2 0郾 992 1
金鱼碛滩 -1郾 174 0 0郾 996 1
两条牛滩 -1郾 268 9 0郾 993 1
白 龙 滩 -1郾 085 2 0郾 999 6
磨盘石滩 -1郾 176 2 0郾 993 0
杨柳碛滩 -0郾 997 3 0郾 999 7
过 兵 滩 -0郾 961 4 0郾 991 2
金鱼碛滩 -1郾 169 5 0郾 996 0
两条牛滩 -1郾 277 6 0郾 994 1
白 龙 滩 -1郾 088 5 0郾 999 7
磨盘石滩 -1郾 156 2 0郾 995 4

3摇 分析与讨论

上述各滩险河段横剖面分形维数反映了满足一

定水深的河道宽度与相应上游流量大小的相关程

度。 而满足特定水深的河道宽度受所在河段的横断

面形状影响很大,因此从某种角度来说河道横剖面

分维数反映的也是河道横断面形状与河道来流量的

相关程度。 而流量相同的情况下水深、流速的大小

取决于所在河道横断面形状。
3. 1摇 横剖面分维值

从表 6、表 7 可以看出,天然河道的横剖面分维

数存在着变维分形现象,同时可以发现,各滩段分维

值都小于零,即为负分维数。 分形理论的创始人

Mandelbrot 为描述多重分形系统的复杂性而引入了

负分维。 从数学上理解,它刻画空集“空冶的程度,
实质上是由系统的随机性产生的。 负分维从一个侧

面描述了系统的随机特性,反映了必然性与偶然性

的内在联系,更具有普遍意义。 负分维数的绝对值越

大,表明自相似性越好。 计算结果显示,长江干流水

富—朱沱段各水深下的横剖面分维值在-0郾 928 2 ~
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-1郾 277 6 之间,最大值出现在水深 3郾 5 m 时的栈桥

滩(-0郾 928 2),最小值出现在水深 3郾 5 m 时的两条

牛滩(-1郾 277 6)。 水富—宜宾段较宜宾—朱沱段分

维数要稍大,但并不明显。 计算所得的相关系数均

在 0郾 99 以上,表明河道横剖面河流宽度具有显著的

1 阶分维特性。
3. 2摇 横剖面分维数与水深的关系

根据所得河流宽度分维数,同一河段不同水深

河道横剖面分维数不同,同一水深不同河段的分维

数也不一样,因此将统计的不同水深的滩险段河流

宽度分维数及所在滩险河段类别及碍航成因列于表

8 及表 9。 由表可知,对滩险类别为浅滩的滩段,除
白龙滩外,其余河段横剖面分维数均呈随水深增大

逐渐增大的趋势;横剖面分维数随水深减小的滩段

为两条牛滩和白龙滩,横剖面分维数随水深变化无

规律的为黄葱咀滩和过兵滩,横剖面分维数随水深

呈增大趋势的滩段为栈桥滩、杨柳碛滩、金鱼碛滩及

磨盘石滩。 栈桥滩、杨柳碛滩、金鱼碛滩及磨盘石滩

4 个滩段的地形具有一定的共性,其左岸或右岸均

有一较大的浅滩,且河道深槽呈“V冶形,相对较宽,
例如图 7 中的杨柳碛断面及磨盘石断面。 因此可推

测得知,河道横剖面分维数大小和水深变化的关系

与所在河段的地形有很大关联。
表 8摇 水富—宜宾段滩险类别及相应

水深下河流宽度分维数

滩名 滩险类别
不同水深下的河流宽度分维数

水深 1郾 8 m 水深 2郾 7 m 水深 3郾 5 m

栈桥滩 过渡段浅滩 -1郾 014 2 -0郾 987 0 -0郾 928 2
黄葱咀滩 急流险滩 -1郾 204 3 -1郾 197 3 -1郾 198 4

表 9摇 宜宾—朱沱段滩险类别及相应

水深下河流宽度分维数

滩名 滩险类别
不同水深下的河流宽度分维数

水深 2. 7 m 水深 3. 2 m 水深 3郾 5 m

杨柳碛滩 过渡段浅滩 -1郾 043 4 -1郾 014 3 -0郾 997 3
过兵滩 险滩 -0郾 925 1 -0郾 962 2 -0郾 961 4

金鱼碛滩 过渡段浅滩 -1郾 179 2 -1郾 174 0 -1郾 169 5
两条牛滩 洪水急滩 -1郾 265 3 -1郾 268 9 -1郾 277 6
白龙滩 过渡段浅滩 -1郾 083 2 -1郾 085 2 -1郾 088 5

磨盘石滩 急流浅滩 -1郾 225 7 -1郾 176 2 -1郾 156 2

河道横剖面分维数从某种角度来讲反映的也是

河道横断面形状与河道来流量的相关程度,横断面

形状越平滑,则相关程度越低,分维数越小。 因此可

以认为在上游流量相同时,横断面越平顺分维数越

小。 在水富—宜宾河段内,黄葱咀滩横断面形状相

对栈桥滩要平滑,反映在图中,黄葱咀滩横剖面分维

数在统一水深下平均比栈桥滩小 20% 左右。 宜

宾—泸州河段及泸州—朱沱河段等横断面相对平顺

图 7摇 杨柳碛滩及磨盘石滩河道横断面地形

的滩段,其横剖面分维数也都相对较小。
3. 3摇 横剖面分维数与流速的关系

各滩段平均流速基本随流量的增大呈线性增大

的趋势。 将各滩段平均流速与对应流量下的横剖面

分维数一起绘于直角坐标系,如图 8 所示。 图中横

剖面分维数均为各航段内满足现行航道最小维护水

深下的河流宽度分维数。
由图 8 可知,随着各滩段平均流速的增大(即

流量的增大),除过兵滩外,其余滩段河道横剖面分

维数虽有起伏变化但整体上呈逐渐减小的趋势。 这

种现象在黄葱咀和两条牛滩表现得极为明显,在流

速均增大 1 倍的情况下(黄葱咀 1郾 0 ~ 2郾 0 m / s,两
条牛 0郾 6 ~ 1郾 2 m / s),分维数都有 60% ~ 70% 的增

大。 这是因为横剖面分维数表示的是河道流量与一

定水深下河道宽度的相关程度。 随流速减小,横剖

面分维数逐渐变小意味着随流速减小(河道流量减

小),河宽变化程度与流量变化程度之间的相关度

逐渐下降。

4摇 结摇 论

a. 分维数拟合的相关系数均在 0郾 99 以上,说
明河道横剖面河流宽度具有 1 阶分维特性。 从某种

角度来说河道横剖面分维数反应的是河道横断面形

状与河道来流量的相关程度,发现河道横剖面分维

数和水深的关系与所在河段、所在断面的形状有很

大关系,一般浅滩呈现分维数随水深增大的趋势。
b. 除特殊地形外,一般横剖面分维数整体上随
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图 8摇 水富—朱沱段各滩险段横剖面分维数与平均流速关系

流速的增大呈逐渐减小的趋势。
c. 对比同一河流各滩段分维数的大小,上游流

量相同时,河道横断面地形越简单平顺横剖面分维

数越小。
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