
水利水电科技进展,2020,40(6) 摇 Tel:025 83786335摇 E鄄mail:jz@ hhu. edu. cn摇 http: / / jour. hhu. edu. cn

第 40 卷第 6 期
Vol. 40 No. 6

水 利 水 电 科 技 进 展
Advances in Science and Technology of Water Resources

2020 年 11 月
Nov. 2020

基金项目:国家自然科学基金(51379097,50979036)
作者简介:武周虎(1959—),男,教授,硕士,主要从事水工水力学与环境水力学研究。 E鄄mail: wu_zh2008@ aliyun. com

DOI:10. 3880 / j. issn. 1006 7647. 2020. 06. 003

标准型异形椭圆断面正常水深和临界水深计算
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摘要:针对标准型异形椭圆断面正常水深和临界水深的基本方程均为超越方程、无法直接求解的问

题,在归纳标准型异形椭圆断面水力要素计算公式的基础上,通过引入量纲一参数和采用曲线分段

优化拟合的分析方法,提出了求解标准型异形椭圆断面正常水深和临界水深的直接计算公式。 误

差分析结果表明,该断面正常水深和临界水深直接计算公式相对误差的绝对值最大分别为

0郾 362%和 0. 288% ,其适用范围及精度均能够满足工程应用的要求。
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Calculation of normal depth and critical depth for standard鄄type heteromorphic elliptic section / /WU Zhouhu1,
WANG Yu1, ZHU Shuaiju1,2(1. School of Environmental and Municipal Engineering, Qingdao University of Technology,
Qingdao 266033, China; 2. Henan Urban and Rural Planning and Design Institute Co. , Ltd. , Zhengzhou 450044, China)
Abstract:Basic equations of normal and critical water depths for standard鄄type heteromorphic elliptic section are
transcendental which cannot be solved directly. On the basis of summarizing the hydraulic factor calculation formulas of
standard鄄type heteromorphic elliptic section, dimensionless parameters and the method of curve piecewise fitting
optimization analysis were introduced to propose the explicit calculation formulas for solving the normal and critical water
depth of standard鄄type heteromorphic elliptic section. The results of error analysis show that the absolute values of relative
error of the normal and critical water depth formulas for a typical cross鄄section were less than 0. 362% and 0. 288% ,
respectively, which were within the common range in real engineering applications.
Key words: non鄄pressure tunnel; standard鄄type heteromorphic elliptic section; normal depth; critical depth; explicit
calculation

摇 摇 在水利、水电、调水、灌溉等穿越工程的输水中,
较多采用无压隧洞形式,其正常水深和临界水深是

无压隧洞的重要设计参数。 对于现行的圆形、马蹄

形、蛋形等无压隧洞断面形状,正常水深和临界水深

的计算大多涉及超越方程,无法求得解析解。 近年

来,在圆形[1鄄2]、马蹄形[3鄄4]、蛋形[5鄄6] 等无压隧洞断

面正常水深和临界水深的直接求解研究中,较多采

用迭代法、函数替代拟合法等,得到了一系列精度较

高的直接计算公式。
马蹄形、蛋形等无压隧洞断面的内轮廓线是由

圆心位置、半径不同的多段圆弧相切或相交组成。
以四圆弧马蹄形断面为例,就有半径 r1、r2、r3和切点

高度 h1、h2(或圆心角)共 5 个独立变量,各变量之

间的转换关系复杂,水力要素计算公式的分区表达

不可避免,导致在正常水深和临界水深的计算过程

中,需先以分界流量或者充满度的范围来界定各分

区,通用性不强[3鄄6]。 在实际工程应用中,各水深计

算公式的选择比较困惑。 武周虎等[7鄄8] 推导的宽阔

河流中心稳定点源条件下保守物质的等浓度线方

程,可作为一种新型 Wu爷s 二参数曲线(以下定义为

异形椭圆)水工隧洞断面内轮廓线方程。 该断面形

状只有 2 个独立变量,曲线完整且连续光滑,克服了

马蹄形、蛋形等断面曲线的分段组合及水力要素公

式的分区问题。 从结构特征上来讲,异形椭圆断面

曲线可以克服马蹄形、蛋形等断面曲线在相交或相

切点处一阶或二阶导数不连续、曲率突变和应力集

中现象。 因此,异形椭圆在水工隧洞、交通隧道等工

程中具有非常广泛的工程应用价值[9鄄11]。
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本文基于无压隧洞最大宽度 W 与最大高度 H
相等的标准型异形椭圆断面形式,在系统归纳标准

型异形椭圆断面水力要素计算公式的基础上,根据

明渠均匀流和临界流基本方程,引入量纲一参数和

采用曲线优化拟合的分析方法,结合标准型异形椭

圆断面正常水深和临界水深的变化特征,在工程应

用范围内,提出标准型异形椭圆断面正常水深和临

界水深的直接计算公式,并进行误差和算例分析。

1摇 标准型异形椭圆断面的水力要素

1. 1摇 标准型异形椭圆断面曲线方程

异形椭圆断面曲线是基于宽阔河流中心稳定点

源条件下,保守物质浓度分布的等浓度线方程推演

而来的[7鄄8],是由一个独立两参数方程表征的完整连

续光滑曲线,其 Wu爷s 曲线方程[9鄄10]为

y( )W
2
= - e

4
z
H ln z( )H

(1)

式中:z 为自隧洞断面底部中点向上的垂向坐标,即
表征断面的高度坐标,取值范围为 0臆z臆H;y 为垂

直于 z 轴的横向坐标,即表征断面的宽度坐标,取值

范围为-W / 2臆y臆W / 2。 异形椭圆断面最大宽度处

相应的垂向坐标为 zw =H / e抑0. 368H。
定义异形椭圆的压缩系数为非对称轴 y 方向的

宽度与对称轴 z 方向的高度之比,以 兹 =W/ H 表示。
据此,将异形椭圆的形状分类为:当压缩系数 兹 = 1
时,异形椭圆的宽度等于高度,称为标准型;当 0<兹<1
时,异形椭圆的宽度小于高度,称为 H 型(高瘦型);
当 兹>1 时,异形椭圆的宽度大于高度,称为 W 型(宽
胖型)。 对于标准型异形椭圆断面,为便于分析讨

论,定义断面参数 H,则标准型异形椭圆断面曲线方

程为

y( )H
2
= - e

4
z
H ln z( )H

(2)

由式(2)绘制的标准型异形椭圆断面及其特征尺度

如图 1 所示。

图 1摇 标准型异形椭圆断面及其特征尺度示意图

由标准型异形椭圆方程(式(2))和图 1 可知,
标准型异形椭圆断面曲线方程只与其断面参数 H
(即断面最大高度或最大宽度)有关,只要给定 H
值,其断面形状及尺寸就可以唯一确定。 值得注意

的是,在 z = 0 处,式(2)中 z
H ln zæ

è
ç

ö

ø
÷

H 是一种“未定

式冶,应采用洛必达法则计算。
1. 2摇 标准型异形椭圆断面的水力要素计算

在无压隧洞内任一水深 h 处,其充满度(即相

对水深)琢=h / H,结合压缩系数 兹 = 1 的标准型异形

椭圆断面的参数 H,对文献[10]中异形椭圆断面的

水力计算公式进行简化整理,可得到标准型异形椭

圆断面的水力要素计算公式。
a. 水面宽度。 在式(2)中,令 z=h,则水深 h 相

应充满度 琢 所对应的水面宽度 B 的表达式为

B = H - e琢ln 琢 (3)

式中: -e琢ln 琢 为水面宽度与断面最大宽度的比

值,当 琢=1 / e =0. 368 时,该比值达到最大值 1,相应

的水面宽度为断面最大宽度,即 B=W。
b. 过水断面面积。 由图 1 可知,标准型异形椭

圆断面的过水断面面积为水面线与其下部断面曲线

所包围部分的面积。 在 z沂[0, h]区间上,对式(2)
变形后 y = f( z)函数的 2 倍求定积分,令 z / H = 灼,其
积分上限变为充满度 琢,则过水断面面积 A 的表达

式为

A = 2 乙h
0
y dz = H2 e 乙琢

0
- 灼ln 灼 d灼 = 滋(琢)H2

(4)

其中 滋(琢) = e 乙琢
0

- 灼ln 灼 d灼

式中:滋 为标准形异形椭圆过水断面的面积系数,可
由梯形法或 MATLAB 定积分计算得到。 当 琢 =1 时,
武周虎等[10] 给出最大面积系数 滋(1) = (2 / 3)1. 5 ·

仔e / 2 =0. 795 345,此时对应的过水断面面积为隧

洞满管流断面的总面积 A1。
c. 湿周。 由图 1 可知,标准型异形椭圆断面的

湿周为水面线下部断面轮廓曲线的弧长。 在 z沂
[0, h]区间上,对标准形异形椭圆断面曲线方程 y=
f( z)函数求 2 倍弧长定积分,则过水断面湿周的表

达式为

字 = 2 乙h
0

1 + y忆2 dz = 2H 乙琢
0

1 - e
16

(1 + ln 灼)2

灼ln 灼 d灼 =

T(琢)H (5)

其中 T(琢) = 2 乙琢
0

1 - e
16

(1 + ln 灼) 2

灼ln 灼 d灼

式中:y忆为 y= f( z)的一阶导数;T 为标准型异形椭圆
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过水断面的湿周系数。 当 琢 = 1 时,由 MATLAB 数

值积分计算结果,T(1)= 3. 191 244 为断面最大湿周

系数,相应的湿周为隧洞满管流断面的周长 L。
d. 水力半径。 水力半径为过水断面面积与湿

周之比,由式(4)与式(5)可得

R = A
字 = 滋H2

TH = R忆H (6)

其中 R忆 = R
H = 滋

T
式中:R忆为标准型异形椭圆过水断面水力半径与断

面参数 H 的比值,即相对水力半径。

2摇 标准型异形椭圆断面的正常水深

2. 1摇 明渠均匀流基本方程

明渠均匀流水深称为正常水深,是明渠水面线

分析计算的基础参数,也是无压隧洞设计的重要参

数。 明渠均匀流基本方程[12]为

Q = i A5 / 3

n字2 / 3
(7)

式中:Q 为输水流量,m3 / s;i 为底坡;n 为糙率。
将式(4)和式(5)代入式(7),整理可得到关于

标准型异形椭圆断面正常水深的隐函数表达式:

滋5 / 3

T( )2
2 / 3 =

乙琢
0

- e灼ln 灼 d( )灼
5 / 3

乙琢
0

1鄄 e (ln 灼 + 1) 2

16灼ln 灼 d
æ

è
ç

ö

ø
÷灼

2 / 3 = 22 / 3nQ
iH8 / 3

(8)
式中两个等号中间的表达式为充满度或正常水深的

隐含关系式。 将式(8)右边的表达式设为标准型异

形椭圆断面的正常水深模数 浊n:

浊n = 22 / 3nQ
iH8 / 3

(9)

摇 摇 由式(8)可知,正常水深模数 浊n 与充满度 琢 之

间存在隐函数关系 浊n = f(琢)。 可根据已知的隧洞

断面特性参数及水流条件(糙率 n、底坡 i、断面参数

H 和流量 Q 等)由式(9)求得 浊n,而式(8)两个等号

中间关于 琢 的表达式包含对数、积分和指数运算,
因此,仍然无法根据正常水深模数直接求得与其相

应的充满度解析解。
2. 2摇 正常水深的简化计算

为解决充满度解析解求解问题,获得标准型异

形椭圆断面正常水深的直接计算公式,采用函数替

代法,将求解正常水深的问题转化为寻求量纲一参

数之间的近似函数关系。 首先,通过预先给定取值

范围内的一系列 琢 值,计算得到对应 浊n 的理论值,
点绘 琢鄄浊n 曲线;其次,拟合该曲线得到 琢 与 浊n 之间

的高精度显函数表达式 琢n = f(浊n)作为替代函数。
可将隧洞断面特性参数及水流条件代入式(9)求得

浊n 值,再将 浊n 代入其替代函数计算正常水深相应

的充满度 琢n,就可以由 hn =琢nH 计算正常水深 hn。
在 0臆琢臆1. 000 范围内,以 0. 001 为步长取

1 000 个计算点,代入式(8)采用 MATLAB 计算两个

等号中间表达式值,即为与其对应正常水深模数

浊n 的理论值,并以 琢 为纵坐标,浊n 为横坐标,点绘其

理论值关系曲线如图 2 所示。

图 2摇 标准型异形椭圆断面正常水深模数变化曲线

由图 2 和计算数据可知,当 0臆琢臆0. 935 时,标
准型异形椭圆断面的正常水深模数 浊n 随充满度 琢
的增大单调增大;当 0臆琢<0. 368 时,曲线斜率逐渐

减小;当 0. 368臆琢<0. 935 时,曲线斜率逐渐增大;
当琢=0.935 时,正常水深模数达到极大值 0郾 531 211。
当 琢 进一步增大,正常水深模数由极大值逐渐减小

到满管流相应的理论值。
根据 SL 279—2016《水工隧洞设计规范》的规

定:在恒定流情况下,当通气条件良好时,洞内水面

线以上空间不宜小于隧洞断面面积的 15% 。 因此,
满足规范要求的过水断面应符合以下条件:

A / A1 臆0. 85 (10)
将式(4)代入式(10)整理得到:

A
A1

= 3( )2
1. 5 2

仔 乙
琢

0
- 灼ln 灼 d灼 臆0. 85 (11)

摇 摇 由于式(11)无法直接求解 琢 值,故采用试算

法。 当 A / A1 =0. 85 时,试算得到 琢=0. 766711,即该

值为符合规范要求的充满度上限。
对拟合区间适当外延,取 琢 上限为 0. 800,根据

工程经验取 琢 下限为 0. 030,即充满度的拟合范围确

定为 0. 030臆琢臆0. 800,对应的 0. 014 455臆A / A1 臆
0郾 880 370,一般能够满足无压隧洞的应用要求。 如

遇到在给定区间之外的情况,可根据式 (8) 采用

MATLAB 计算确定。
对 0. 030臆琢臆0. 800 范围内的充满度 琢 与正常

水深模数 浊n 采用最小二乘法,通过 MATLAB 编程

拟合。 如果采用非分段函数的统一表达方式,会导

致公式的形式非常复杂,涉及参数较多[13鄄14]。 因
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此,根据图 2 正常水深模数曲线的变化特征,选择标

准型异形椭圆断面最大宽度位置高度( zw =H / e)相
应的充满度 琢 = 0. 368 作为拟合区间分段点。 通过

多次拟合与优化分析,提出分两段拟合的正常水深

模数直接计算公式为

琢n =
0. 537 6浊1. 396 0

n + 0. 741 2浊0. 490 4
n 摇 摇 摇 摇 摇 摇 淤

4. 576浊3
n - 3. 805浊2

n + 2. 257浊n + 0. 057 93摇{ 于
(12)

式中:条件淤为 0. 030臆琢<0. 368,0. 001 430臆浊n <
0郾 178 512;条件于为 0. 368臆琢臆0. 800,0. 178 512臆
浊n臆0. 494 646。

由实际明渠参数及水流条件求得正常水深模数

浊n,判断其所在区间,选用相应区间内的充满度 琢n

计算公式,求得正常水深对应的 琢n,则标准型异形

椭圆断面的正常水深 hn =琢nH。

3摇 标准型异形椭圆断面的临界水深

3. 1摇 明渠临界流基本方程

在明渠流量、断面形状和尺寸一定的情况下,急
流与缓流这两种流态分界状态的断面单位能量最

小,称为临界流,与此相应的临界水深是判别明渠流

态的标准之一。 因此,临界水深的计算是无压隧洞

设计的又一重要参数。 明渠临界流基本方程[12]为

aQ2

g =
A3

cr

Bcr
(13)

式中:a 为动能修正系数,一般取 1. 0;g 为重力加速

度,取 9. 81 m / s2;Acr为临界水深对应的过水断面面

积,m2;Bcr为临界水深对应的水面宽度,m。
由式(13)可知,临界水深仅与明渠流量、断面

形状和尺寸有关,而与底坡 i 及糙率 n 无关。 将

式(3)和式(4)代入式(13)中,整理可得到关于标准

型异形椭圆断面临界水深的隐函数表达式为

滋3

- e琢ln 琢
=
乙琢
0

- e灼ln 灼 d( )灼
3

- e琢ln 琢
= aQ2

gH5 (14)

式中两个等号中间表达式为充满度或临界水深的隐

含关系式。 将式(14)右边的表达式设为标准型异

形椭圆断面的临界水深模数 浊cr:

浊cr =
aQ2

gH5 (15)

摇 摇 由式(14)可知,临界水深模数 浊cr 与充满度 琢
之间也存在隐函数关系 浊cr = f(琢)。 可根据已知的

隧洞断面特性参数及水流条件(断面参数 H 和流量

Q 等)由式(15)求得 浊cr,而式(14)两个等号中间关

于 琢 的表达式包含对数、积分和指数运算,因此,仍
然无法根据临界水深模数直接求得与其相应的充满

度解析解。
3. 2摇 临界水深的简化计算

临界水深的简化计算采用与正常水深相同的方

法。 在 0臆琢臆1. 000 范围内,以 0. 001 为步长取

1 000个计算点,代入式(14)采用MATLAB 计算两个

等号中间表达式值,即为与其对应临界水深模数 浊cr

的理论值,并以 琢 为纵坐标,浊cr为横坐标,点绘其理

论值关系曲线,见图 3。

图 3摇 标准型异形椭圆断面临界水深模数变化曲线

由图 3 和计算数据可知,当 0臆琢臆1. 000 时,标
准型异形椭圆断面的临界水深模数 浊cr随充满度 琢
的增大单调增大;当 0臆琢<0. 368 时,曲线斜率较

大,浊cr增长缓慢;当 0. 368臆琢<0. 980 时,曲线斜率

逐渐减小,浊cr的增长随之加快;当 0. 980臆琢<1. 000
时,浊cr曲线以水平线为渐近线,浊cr迅速增长,当 琢 =
1郾 000 满管流时 浊cr的理论值趋向于无穷大。

标准型异形椭圆断面临界水深直接计算公式采

用与正常水深直接计算公式相同的充满度分段拟合

区间。 通过 MATLAB 采用最小二乘法编程多次拟

合与优化分析,提出分两段拟合的临界水深模数直

接计算公式为

琢cr =
0. 946 6浊0. 275 4

cr + 0. 173 6浊cr + 0. 001 71摇 摇 淤

1. 072浊0. 373 6
cr - 0. 217 3浊cr + 0. 084 94摇 摇{ 于

(16)
式中:条件淤为 0. 030臆琢<0. 368, 0. 000 003臆浊cr <
0. 030254;条件于为 0. 368臆琢臆0. 800,0. 030254臆
浊cr臆0. 492 807。

由实际明渠参数及水流条件求得临界水深模数

浊cr,判断其所在区间,选用相应区间内的充满度 琢cr

计算公式,求得临界水深对应的充满度 琢cr,则标准

型异形椭圆断面的临界水深 hcr =琢crH。

4摇 直接计算公式评价

正常水深和临界水深直接计算公式的精度评价

采用相对误差分析法,相对误差 啄i计算公式为

啄i =
琢i - 琢

琢 伊 100% (17)

式中:琢 为充满度给定值;琢i为正常水深或临界水深
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对应的充满度简化计算值,在正常水深计算时,下标

i=n,在临界水深计算时,下标 i=cr。
由式(12)(16)计算的量纲一正常水深与临界

水深的相对误差分布如图 4 所示。

图 4摇 正常水深和临界水深计算公式相对误差分布

由图 4 和计算数据可知,当 0. 030臆琢<0. 368 时,
正常水深直接计算公式的相对误差绝对值平均为

0郾 034% ,最大为 0. 329% ;当 0. 368臆琢臆0. 800 时,相
对误差绝对值平均为 0. 103% ,最大为 0郾 362% ,表明

正常水深直接计算公式具有较高的精度。
由图 4 和计算数据可知,当 0. 030臆琢<0. 368 时,

临界水深直接计算公式的相对误差绝对值平均为

0郾 045% ,最大为 0. 288% ;当 0. 368臆琢臆0. 800 时,相
对误差绝对值平均为 0. 030% ,最大为 0郾 139% ,表明

临界水深直接计算公式具有较高的精度。

5摇 算摇 例

某无压隧洞拟采用标准型异形椭圆断面,已知

隧洞断面最大高度 H = 4. 5 m,底坡 i = 0. 004,糙率

n=0. 014,分别计算流量 Q = 15 m3 / s 和 Q = 48 m3 / s
时的正常水深 hn 和临界水深 hcr。
5. 1摇 正常水深计算

a. 当Q=15m3 / s 时,由式(9)可得 浊n =0. 095494<
0. 178 512,采用式(12)计算得 琢n = 0. 254 523,进而

求得 hn =1. 145 354 m。 经试算相应的正常水深理论

值为 1. 145 234 m,相对误差为 0. 010% 。
b. 当Q=48m3 / s 时,由式(9)可得 浊n =0. 305581>

0. 178 512,采用式(12)计算得 琢n = 0. 522 893,进而

求得 hn =2. 353 019 m。 经试算相应的正常水深理论

值为 2. 353 613 m,相对误差为-0. 025% 。
5. 2摇 临界水深计算

a. 当Q=15m3 / s 时,由式(15)可得 浊cr =0.012429<
0. 030 254,采用式(16)计算得 琢cr = 0. 286 599,进而

求得 hcr = 1. 289 696 m。 经试算相应的临界水深理

论值为 1. 289 982 m,相对误差为-0. 022% 。
b. 当Q=48m3 / s 时,由式(15)可得 浊cr =0.127277>

0. 030 254,采用式(16)计算得 琢cr = 0. 553 566,进而

求得 hcr = 2. 491 047 m。 经试算相应的临界水深理

论值为 2. 489 988 m,相对误差为 0. 043% 。
在已知条件下,由临界水深均大于正常水深判

断,该标准型异形椭圆断面无压隧洞在通过流量

15 m3 / s 和 48 m3 / s时均发生急流状态的均匀流动。

6摇 结摇 论

a. 归纳了标准型异形椭圆断面的水力要素计

算公式,推导了正常水深和临界水深方程,引入正常

水深模数 浊n 和临界水深模数 浊cr,给出了相应的隐

函数方程。
b. 采用函数替代法,在充满度 0. 030臆琢臆

0郾 800 范围内,以 琢 = 0. 368 为分界点,对 琢 与 浊n、琢
与 浊cr分别进行拟合和优化分析,获得了分段直接计

算公式。
c. 分析表明,标准型异形椭圆断面正常水深和

临界水深直接计算公式相对误差的绝对值最大分别

为 0. 362%和 0. 288% ,均能达到较高的精度。
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