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基于改进的共轭梯度算法重构地下水污染源项

邢利英1,2,张国珍1

(1. 兰州交通大学环境与市政工程学院,甘肃 兰州摇 730070; 2. 南阳师范学院土木与建筑工程学院,河南 南阳摇 473061)

摘要:针对地下水污染源项的识别问题,为重构非恒定地下水污染源项,采用有限差分格式离散方

程,同时附加终端观测值,利用改进的共轭梯度算法反演地下水的污染源项。 结果表明:对于连续

以及不连续不可导的污染源项均能够被重构;此外,考虑测量误差的影响,数值结果显示在有测量

误差的情况下,该算法也能较好地反演污染源项,充分说明改进的共轭梯度算法反演地下水污染源

项是有效的。
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Reconstruction of groundwater pollution source term with
improved conjugate gradient algorithm

XING Liying1, 2, ZHANG Guozhen1

(1. School of Environmental and Municipal Engineering, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China;
2. School of Civil and Architecture Engineering, Nanyang Normal University, Nanyang 473061, China)

Abstract: In order to reconstruct the unsteady pollution source term of groundwater for its identification, the finite
difference scheme was used to discretize the equations, terminal observed data were appended, and an improved
conjugate gradient algorithm was used to reconstruct the pollution source term. The results show that, whether the
pollution source term is a continuous function or a discontinuous and non鄄differentiable function, it can be
reconstructed. In addition, with consideration of measurement errors, the proposed method can reconstruct the
source term effectively, indicating that the improved conjugate gradient algorithm is effective in reconstructing the
groundwater pollution source term.
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摇 摇 随着现代化的快速发展,大量工农业污染物的

排放导致地下水污染严重。 地下水中污染物的迁移

过程作用时间长,影响范围大,在迁移过程中还涉及

水文地理条件、物理反应、化学反应等诸多因素,使
得污染物迁移过程变得极为复杂,并表现出非线性

行为。 由于地下水系统本身的隐藏性和复杂性,地
下水污染并没有引起业界足够的重视。 最近的一份

调查报告显示,作为主要淡水资源之一的地下水已

经被氮、碳氢化合物、有毒有害的微量元素严重污

染,并且呈现出由点到面、由城镇向农村发展的趋

势,所以此类问题变得越来越棘手[1鄄4]。

事实上,在地下水污染物的实际测量中,有很多

信息难以准确测量,甚至无法测量,然而可以通过一

些已知信息来确定未知的信息,所以在地下水的反

问题研究中包含参数识别、边界确定、源项识别等几

类问题,而污染源项识别问题在地下水污染中具有

特殊的意义。 目前已有大量的文献研究地下水污染

源的识别问题,Li 等[5] 应用全域多元二次曲面方法

反演污染源项;Hazart 等[6] 设计基于马尔科夫链的

贝叶斯参数识别法重构点源的位置、释放时间和源

强的大小;王建平等[7] 基于马尔科夫链的贝叶斯方

法进行了水质参数的不确定性研究;李子等[8] 采用
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时空全域径向基函数配点法构造惩罚函数,通过搜

寻形状因子和比例因子来确定污染源项的位置及强

度;Zeng 等[9]采用稀疏网格差值的贝叶斯方法确定

污染源项。 关于污染源项反演的其他方法请参考文

献[10鄄14]。 然而,之前的研究中很少采用改进的共

轭梯度法反演污染源项。
共轭梯度法在数学理论分析中应用较多,Deng

等[15]采用共轭梯度方法重构了传热方程的辐射项

系数,数值结果表明该方法有效地反演了辐射项系

数;Yang 等[16]应用共轭梯度方法重构传热方程的

源项。 本文设计一种改进的共轭梯度方法反演地下

水污染源项。

1摇 地下水污染控制方程

地下水污染溶质的输运和迁移过程是一个相当

复杂的物理化学过程,主要包括对流、扩散、吸附、交
换和其他的物理化学过程。 简单起见,这里只考虑

沿主流方向,结合初边界条件,污染物迁移模型可用

一维非稳定对流扩散方程表示:
鄣c(x,t)

鄣t - aL自
鄣2c(x,t)

鄣x2 + 自 鄣c(x,t)
鄣x +

摇 摇 姿c(x,t) = q(x)
ne

摇 摇 (x,t) 沂 Q

c(0,t) = f1( t) t 沂 [0,T]
c(L,t) = f2( t) t 沂 [0,T]
c(x,0) = 渍(x) x 沂 [0,L

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ]

(1)

式中:c( x, t) 为测点( x, t) 的污染物浓度,mg / L;
q(x)为污染源项,仅考虑为空间变量的函数,mg / (L·s);
aL 为污染物沿 x 方向的扩散度,m;自 为地下水实际

的流速,m / s,通过水动力模型计算给出;姿 为污染物

的衰减系数,s-1;ne 为有效地孔隙率,无量纲;Q 为

计算区域;T 为溶质输运时间,s;L 为主流方向长度,
m;f1( t)和 f2( t) 为边界条件;渍(x)为初始条件。

简言之,如果方程组(1)中的参数 aL、自、姿、ne、
q(x)以及初边界条件均已知,则方程组(1)构成一

个正问题,可以通过实验和数值模拟的方法预测污

染物浓度 c( x, t)。 然而,大多数情况下,地下水的

污染源项并不能准确地获得,因此可以通过已知的

参数和初边界条件推测未知的污染源项,方程组

(1)则转变为一个反问题。
解决上述反问题,通常可以附加一组容易获得

的终端观测值,一般应用如下的形式:
cT(x) = c(x,T) (2)

式中,cT(x)为终端观测值。
由此,式(1)和(2)就构成了一个关于源项识别

的反问题,可以应用迭代的方法求解。

2摇 差分方程

假设计算区域为 Q = [0,L] 伊[0,T],用有限差

分法求解偏微分方程的源项识别问题,首先对计算

区域 Q 进行网格剖分。 将区域 Q 划分 M伊N 等分,

则空间步长和时间步长分别为 h = L
M和 子 = T

N ,测点

(x j,tn)是网格节点。
x j = jh摇 摇 j = 0, 1, …, M (3)
tn = n子摇 摇 n = 0, 1, …, N (4)

式中:h,子 分别为空间步长和时间步长;M、N 为两个

整数。 则方程组(1)中的第一个式子可转化如下简

单的形式:

ct - aL自cxx + 自cx + 姿c = q(x)
ne

摇 摇 (x,t) 沂 Q

(5)
式中:ct、cxx、cx 分别为污染物浓度 c 关于时间的一

阶导数、空间的二阶导数、空间的一阶导数。 四点隐

格式的差分方程为

cn+1j - cnj
子 - aL自

cn+1j -1 - 2cn+1j + cn+1j +1

h2 +

自
cn+1j +1 - cn+1j -1

2h + 姿cnj =
q j

ne

1 臆 j 臆 M,1 臆 n 臆 N (6)
摇 摇 方程(6)可变形为

( - s - r)cn+1j -1 + (1 + 2r)cn+1j + ( s - r)cn+1j +1 =

(1 - 姿子)cnj + 子
q j

ne
(7)

其中 r = aL自
子
h2 摇 摇 s = 自 子

2h
摇 摇 初边值条件离散如下:

c0j = 渍j 摇 摇 j = 1, 2, …, M

cn0 = f1( tn) 摇 摇 n = 1, 2, …, N

cnM = f2( tn) 摇 摇 n = 1, 2, …,

ì

î

í

ï
ï

ïï N

(8)

摇 摇 联合式(7)和(8),则差分方程可表示为

ACn+1 = (1 - 姿子)Cn + 子G + Hn+1 (9)
其中 Cn+1 = ( cn+11 ,cn+12 ,…, cn+1M-1) T, Cn = ( cn1,cn2,…,

cnM-1) T,G = q1

ne
,
q2

ne
, …,

qM-1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

e

T

,Hn+1 = (( s+r) cn+10 ,

0,…,0,( r-s)cn+1M ) T。
A 为典型的三对角系数矩阵:

A =

1 + 2r s - r
- s - r 1 + 2r s - r

埙 埙 埙
- s - r 1 + 2r s - r

- s - r 1 + 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úr

(10)
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摇 摇 由于隐格式的差分方程是无条件稳定的,因此

可应用任意步长求解线性方程(9)。 下面将详细地

介绍改进的共轭梯度算法。

3摇 改进的共轭梯度算法

共轭梯度算法由 Fletcher 等[17] 首次提出的,作
为一种简单有效的迭代技术,广泛应用于地理学和

传热学方程的源项及扩散项系数反演。 在大中型线

性和非线性的无约束优化问题中,共轭梯度算法尤

其有效。 共轭梯度算法的基本思路为结合共轭性和

最速下降法,构建一组共轭负梯度方向,沿着下降的

方向寻找目标函数的最小值,合适终止条件的共轭

梯度法实际上是一类迭代正则化方法。 鉴于共轭梯

度的特点,本文拟进一步改进共轭梯度算法重构地

下水污染源项。
设非线性优化问题的控制方程可以表示为

F(x) = y摇 摇 y 沂 Y (11)
其中 D(F):X寅Y 为一有界线性算子,X 和 Y 属于

Hilbert 空间。 对于 x沂X,通常设 F 为一连续性的算

子,所以上述非线性优化问题可转化为

min
x沂X

f(x): = min 1
2 椰F(x) - y啄椰2 (12)

式中:f( x):Rn寅R 是一连续可微的函数;椰·椰2

为欧几里得模数;啄 为误差范围。
尤其是当 n 很大时,共轭梯度相当有效,式

(12)则可转化为

xk+1 = xk + 琢kdk (13)
其中

dk =
- gk k = 1

- gk + 茁PRP
k dk-1 k 逸{ 2

摇 摇 茁PRP
k =

gT
k yk-1

椰gk-1椰2

式中:gk =Ñf(xk)为目标函数的梯度;yk-1 =gk-gk-1为

梯度变化;琢k 和 茁PRP
k 分别为步长和标量;椰gk -g

椰L2(0,L)臆啄 为观测值的先验值[18]。 常用的共轭梯

度算法中采用 茁FR
k =

椰gk椰2

椰gk-1椰2

[19]

作为搜索步长,虽

然经典的共轭梯度算法具有较好的理论收敛性,但
由于可能连续产生小步长,导致数值结果并不理想。

而改进的共轭梯度则采用 茁PRP
k =

gT
k yk-1

椰gk-1椰2作为搜索

步长,当算法产生小步长时,改进的共轭梯度产生的

搜索方向可以自动靠近负梯度方向,从而具有自动

开始搜索功能,能够有效地避免连续小步长现象,数
值表现较好。

详细的改进共轭梯度算法步骤[15,20]如下:
步骤 1:设 k = 0,选择一个迭代初始值 q0(x)=

0,x沂[0,L];

步骤 2:求解初边值问题(式(1)),得到其解 ck,
此时 q(x)= qk(x);

步骤 3:确定残差 rk =g啄-ck,求解下面的共轭方

程,其解为 uk(x,t);

- ut - aL自uxx - 自ux + 姿u =
g啄 - ck

ne
摇 (x,t) 沂 Q

u(x,0) = 0
u(0,t) = f1( t)
u(L,t) = f2( t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

摇 (14)

摇 摇 步骤 4:计算 sk =uk+琢k-1 sk-1,其中

琢k-1 =
0 摇 摇 k = 0
椰uk椰2

L2(0,L)

椰uk-1椰2
L2(0,L)

摇 摇 k 逸

ì

î

í

ïï

ïï 1
(15)

摇 摇 步骤 5:求解下列方程组

ct - aL自cxx + 自cx + 姿c =
sk
ne

摇 (x,t) 沂 Q

c(x,0) = 0
c(0,t) = f1( t)
c(L,t) = f2( t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

(16)

并得到其解为 c:=dk(x,t),令

茁PRP
k =

ukwk-1

椰dk椰2
L2(0,L)

=
uk(uk - uk-1)
椰dk椰2

L2(0,L)
(17)

其中 wk-1 =uk-uk-1,则有 qk+1 = qk+茁ksk。
步骤 6:增加迭代次数 k,执行循环到步骤 2。

任取 酌>1,当 k沂篆, 第一次满足椰gk-g椰L2(0,L)臆酌啄
时终止循环。

4摇 算摇 例

本文设计了3 个算例来检验上述算法的有效性。
a. 试验 1。 采用一假设的数值算例验证改进共

轭梯度法的有效性,控制方程如下:
ct - a(x)cxx = q(x) 摇 摇 (x,t) 沂 Q = [0,1] 伊 [0,1]
c(x,0) = 渍(x) 摇 摇 x 沂 [0,1]
c(0,t) = c(L,t) = 0摇 摇 t 沂 [0,1

ì

î

í

ïï

ïï ]
(18)

摇 摇 当式(18)取第一组参数:a(x)= 1, 渍(x)= sin
(2仔x), q(x)= 2仔2sin(2仔x),时间步长和空间步长分

别取 1 / 100 s 和 1 / 100 m,应用改进的共轭梯度算法反

演污染源项的结果见图1(a)。 从图1(a)中可以看出,
当迭代次数 K=50 时,反演结果已经很好地与真实解

吻合。
当取第二组参数: 渍(x)= sin(x),q( x)= | ( x-

1)(x-3) | ,x沂[0,4],则反演结果见图 1(b)。 从

图 1(b)中可以看出,除了 2 个不可导点,源项被较

好地反演。 以上 2 组试验很好地说明了共轭梯度法
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图 1摇 试验 1 的反演结果

能有效地反演控制方程源项,可以应用到实际问题

源项的重构中。
b. 试验 2。 对淄博沣水南部地区的地下水硫

酸污染源强度进行数值反演,相关数据参考文献

[21]。 根据计算区域的水文地质条件,取 x = 4 000
m,T=11 a,并取 琢L =1m,u=1m / d,ne =0郾 25,空间步

长 h=100 m, 时间步长 子=0郾 5 a。 通过线性拟合,初
边值条件表达式为

渍(x) = 0郾 0715x + 45郾 6摇 摇 0 臆 x 臆4000
f1(t) = 7郾 96t + 45郾 6 摇 摇 0 臆 t 臆11

f2(t) = 1郾 75t2 + 331郾 6 摇 摇 0 臆 t 臆

ì

î

í

ïï

ïï 11
摇 (19)

摇 摇 附加终端观测值为拟合后的线性函数 c(x,11)=
0郾 102 6x+152。

应用改进的共轭梯度算法进行反演,附加数据

和反演结果的对比见图 2。 从图 2 中可以看出当迭

代次数 K=30 时,污染源项已经较好地被重构,充分

说明该方法收敛速度较快,反演结果稳定。 采用 c啄T
(x)= c啄(x,T)= c(x,T)[1+啄random(x)]计算测量误

差,当测量误差 啄 分别为 2%和 5%时,污染源项的

真值和反演结果的计算误差分别为 3郾 04% 和

2郾 83% ,比参考文献[21]的误差 4郾 18%要小。
c. 试验 3。 为了进一步验证改进共轭梯度算法

的有效性,将污染源项函数变化为一分段函数(式
(20)),空间距离增至为 6 000 m,其他模型参数与试

验 2 相同。 不同迭代次数 K 和不同测量误差 啄 的反

演结果见图 3。

图 2摇 实际问题的反演结果与附加数据的比较

图 3摇 试验 3 的反演结果

q(x)=

0 摇 0臆x<1000,2000臆x<3000,4000臆x<5000
85 摇 1 000臆x<2 000
121 摇 3 000臆x<4 000
153 摇 5 000臆x

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï <6 000

(20)

摇 摇 由于污染源项的不连续性,当迭代次数增大到

100 次时,污染源项才被较好地重构。 类似地,考虑

测量误差 啄 的影响时,尽管污染源项的不连续性,而

·54·



且测量误差也会产生影响,但是模拟结果也比较正

常,充分证明改进共轭梯度算法的稳定性和较大的

容错性。

5摇 结摇 语

采用有限差分法离散地下水控制方程,应用改

进的共轭梯度算法重构地下水污染源项。 数值模拟

结果表明,对于性质友好的源项以及不连续不可导

的源项均能够被反演。 考虑测量误差的影响,结果

显示在有测量误差的情况下也能得到稳定解,充分

说明改进的共轭梯度算法是一种有效的反演方法。
污染源项如果是连续的函数,迭代次数大约为 50
次,反演结果趋于稳定;污染源项如果是不连续的函

数,迭代次数大约为 100 次时,反演结果趋于真实

解,从而说明改进的共轭梯度算法是一种快速稳定

的反演方法。
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