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分解协调法在区域污水处理率优化计算中的应用

陆建兵
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摘要：在研究区域河流的综合整治过程中，存在对多个点源的污水处理率如何确定，使得区域总处理费用最

小的问题。分解协调法可对污水处理率进行协调优化分析，确定各点源的最优策略，从而实现整个河流的处

理费用最小的目标，为决策部门对河流污染控制方案进行管理提供科学依据。
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随着工业化与城市化的高度发展，工业废水和

生活污水日益增加，大量未处理的污水排入河流，造

成了严重的水污染，河流的环境承载力下降，同时污

水处理厂的污水处理费用也逐年增加。因此如何合

理确定区域污水处理厂的处理率使整个区域处理费

用最小，就要求用系统的方法在满足河流水质要求

的基础上进行优化计算。排放口优化问题是水污染

控制规划中常见的一种，对区域污水处理率的优化

分析通常可形成凸规划问题［#］。当有多维条件时，

采用传统非线性规划的数值求解较繁杂［!］，动态规

划可以解决非线性的目标函数与非线性约束条件组

成的多级串联系统的最优化问题，但在高维的情况

下和在耦合系统中状态变量高于 !个时，动态规划
在计算上会产生困难［"］。本文采用分解协调法进行

优化分析，可使系统维数降低。该法具有计算简捷

的优点，尤其对于高度耦合的系统较为实用。分解

协调法首先把大规模、复杂的系统分解成若干个独

立的子系统，然后对各个子系统分别进行优化计算，

子系统之间用耦合变量连接，在协调层进行协调，如

此反复循环优化，以达到全系统最优［G］。

; 分解协调优化计算模型

; 5; 系统模型
对某一条河流的水污染控制系统，可根据沿河

的地理、水文及排污口特点将它分成 ( 个河段，即
形成 ( 个多级串联的子系统，现进行第 * 河段的分
析，如图 #所示。
图 #中：!* 为从其他子系统进入第 * 子系统的

输入向量；"* 为从第 * 子系统进入其他子系统的输
出向量；#* 为第 * 个污染者向第 * 子系统输入向量；
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图 ! 第 ! 个子系统

"! 为从第 ! 子系统离开整个系统的输出向量，它必
须满足离开整个系统的环境标准要求，如水源地取

水的水质要求等。

在河流水质模型中，污染物质在河流中将发生

一系列物理、化学和生物反应，致使子系统的输入向

量与输出向量之间存在某种函数关系（包括水量的

平衡、污染物的平衡与污染物的传递过程）。即

#! "!!（$!，%!） "! ""!（$!，%!）

第 ! 子系统的约束条件记为：
#!（$!，%!，"!）! !

其中!!，"! 与 #! 表示其函数关系。

为了保护河流水质及饮用水水质等要求，必须

对排入河流的废水进行处理，故整个系统的处理费

用是各子系统处理费用之和，记为

$ " "
%

! " "
$!（%!，"!）

其中 $!（%!，"!）是第 ! 子系统的费用函数，是废水
输入向量 %! 和用水输出向量"! 的函数。假定不考

虑用水处理费用时，$! 仅是废水输入向量%! 的函

数，它是与污水处理率#! 和处理流量 &! 有关的
函数［#］：

$!（%!）" $!（&!，#!）" ’" &!’$ ( ’% &!’$#!
%

式中：’"，’%，’$为常数。
因此全系统的最优化问题可以综合成为

目标函数 &’($ " #
%

! " "
$!（%!）" #

%

% " "
$!（#!，&!）

约束条件 #! "!!（$!，%!） "! ""!（$!，%!）

#!（$!，%!，"!）! !，$! (" " #!（ ! " "，%，⋯，%）
式中：当 ! ) % 时，$% * " ) #% 是离开系统的水资源。

通常该系统模型为非线性系统，目标函数一般

为二次函数，而约束条件一般为线性函数，因此原问

题可形成凸规划问题。

! )" 系统分解
建立拉格朗日函数

* ""
%

! " "
$!（%!）("

%+"

! " "
$!（#! + $! ("）(

"
%

! " "
%!#!（%!，$!，"!）

其中$! 和%! 均为拉格朗日乘子，也是大系统分解协

调模型中的协调变量［+］。运用拉格朗日函数 * 对

系统进行分解得：

* ""
%

! " "
$!（%!）("

%+"

! " "
$!［!!（$!，%!）+ $! ("］(

"
%

! " "
%!#!［%!，$!，"!（$!，%!）］

注意到 "
%+"

! " "
$!［!!（$!，%!）+ $! ("］"

"
%+"

! " "
$!!!（$!，%!）+"

%

! " "
$! +"$!

其中：第一个子系统 $" ) !，则$!$"$!；最后一个
子系统 #% ) !，则$%!%（$%，%%）$!。得

* ""
%

! " "
$!（%!）("

%

! " "
$!!!（$!，%!）+"

%

! " "
$! +"$! (

"
%

! " "
%!#!［%!，$!，"!（$!，%!）］"

"
%

! " "
*!（$!，%!，$!，%!）

其中：*!（$!，%!，$!，%!）) $!（%!）*$!!!（$!，%!）,
$! , "$! *%!#!（%!，$!，"!）（ ! ) "，% ⋯，%）。
这样原系统分解成 % 个独立的子系统，可见整

个系统的拉格朗日函数 * 具有“相加可分”的
特点［$］。

! )# 采用不可行法进行协调优化
对于拉格朗日乘子法，原问题的最优解即相应

于拉格朗日函数的鞍点，如果原问题是极小值问题，

则在拉格朗日乘子法中是寻求拉格朗日函数 * 对

%! 或$! 的极大值问题。实际问题中，分解协调优化

是一个反复迭代过程，不可行法是将拉格朗日乘子

作为大系统分解协调模型中的协调变量，通过反复

修正协调变量，使整个系统逼近全局最优解［$］。上

述最优化过程分两层进行，如图 %所示。

图 " 不可行法大系统分解协调结构

在子系统层，首先有协调层给出协调变量，可用

多种方法进行子系统最优化，获得使拉格朗日函数极

小的 %!，$!。在协调层接到子系统的信息后，如果它

们已满足了系统耦合约束方程，则实现了协调优化的

目的。如果不满足约束方程，系统尚未获得最优解，

修正$! 和%!，继续进行迭代择优（可采用梯度法或其

他方法），直至满足耦合约束方程得到最优解为止。

如果拉格朗日函数具有鞍点（%!
!，$!

!，%!
!，$!

!），

则满足下列不等式：
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!（!!
"，"!

"，!"，""）! !（!!
"，"!

"，!!
"，"!

"）!
!（!"，""，!!

"，"!
"）

表 ! 淮河流域某河段污水处理系统技术经济指标

序号 工厂名称
污水流量 "
（#$·%& ’）

()*+需处理量 "
（,·%& ’）

去除量 "
（,·%& ’）

去除率 "
-

总费用 "
万元

’ 造纸厂 .!!!! /0!! 1 0!! 2+ 0/ ’+22 0!
3 皮革厂 ’43! ’0$. ! 014 +’ 0+ 2+ 04
$ 化纤厂 ’..!! .0$3 . 0!. 4$ 0$ 4!’ 0+
. 城市污水处理厂 ’/+!!! +3023 .2 024 4’ 02 2$!/ 0’
+ 化工综合污水处理系统 ’3!!!! $20/! $. 021 4! 03 ’$1+3 01

合 计 $+’$3! ’!.0’2 4. 0.2 3.+$+ 0’

若鞍点存在，则 !!
"、"!

" 使 ! 极小，而!!
"，"!

" 使 !
极大，反复迭代，直至满足精度要求，且这个迭代过

程必收敛。

! #" 拉格朗日乘子的经济解释
拉格朗日乘子!" 或"" 具有特殊的意义，它可以

看成区域管理机构对子系统造成的水体污染定出的

排污费率。分解协调法原理反应的是一种数学技

巧，为了寻求最优，上级要倾听下级的意见，并根据

下级的情况作出决策，下级根据决策进行执行［1］。

因此该优化方法类似于管理中一个竞争性的经济系

统，各子系统接到区域机构定出的费率后，可以确定

各自的最优策略得到 !"、""，区域管理机构接到各

子系统的信息后，重新调整费率（拉格朗日乘子!"

或""），反复如此，直至使全系统费用最低。

# 模型应用

淮河流域某河段按环境标准总量要求 ()*+ 总

削减量为 2+5$1 , " %，现有正在设计的 +个污水处理
系统，其中化工综合污水处理设施已建成。其技术

经济指标见表 ’，目标是如何进行该污水处理系统
削减分配，使总处理费用最小。

# #! 建立模型
当河流中水质变化符合 6,788,879:;8<=> 模型所

描述的规律时［+］，则所确定的优化问题数学模型为

目标函数 #?@$ % "
+

" % ’
&"#"

3

约束条件 "
+

" % ’
$"#" % 2+5$1

!!#" ! ’"（ " % ’，3，$，.，+）

式中：$ 为整个系统处理费用；&" 为第 " 个处理厂费
用系数；#" 为第 " 个处理厂的去除率；$" 为第 " 个处
理厂的 ()*+ 处理量；’" 第 " 个处理厂的最大去
除率。

因化工综合污水处理系统已建成，故其削减量

和投资运行支出费按设计数值选择。

数学模型可写为

目标函数 #?@$ % "
.

" % ’
&"#"

3

约束条件 "
.

" % ’
$"#" % 2+5$1 ( $. #21 % +! #+

!!#" ! ’"（ " % ’，3，$，.）
对系统分解构成 ! 函数，按#" 分解得

!（#，"）% "
.

" % ’
&"#"

3 )" "
.

" % ’
$"#" (( )+!5+ % "

.

" % ’
!"

其中：!" A &"#"
3 B"$"#" & ’3513+"（ " A ’，3，$，.）为 .

个子系统的目标函数。

# ## 优化计算
对得到带有参数"" 的子系统，选取拉格朗日乘

子"" 作为协调量进行优化子系统，分别对 .个子系
统（即造纸厂、皮革厂、化纤厂及城市污水处理厂）进

行去除率的优化。采用梯度法寻优，计算步骤如下：

$% 给定初始"!，步长!!分别进行子系统优化，

求得#
*
"（ " A ’，3，$，.；* A !，’，3，⋯）。

&% 根据子系统优化结果判别"
.

" % ’
$"#" ( +!5+ %

!？若满足约束条件则转入步骤 %，否则进入下一
步骤。

’% 以梯度作为寻优方向，按递推关系式计算新
的协调变量"+ B ’，再判别，直至满足精度要求。由

于原问题为最小化问题，列出负递推关系式为

""
* )’ %"* (!*（#! ,#""）

（ *）

（ " % ’，3，⋯，-；* % !，’，3，⋯）
步长的选择可利用最优步长公式。

(% 输出#"（ " A ’，3，$，.），据此可计算各处理厂
的削减量并计算总费用。

该优化问题的分解协调结构如图 $所示。

图 ) 分解协调结构
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! !" 计算结果
计算结果见表 !。
表 ! #个污水处理系统计算结果

序号 工 厂 去除率 " # 去除量 "（"·#$ %） 费用 "万元

% 造纸厂 &’()’ *(&+,& ,*-(..,’
! 皮革厂 ,%(!& .(-+-- +,(.),&
* 化纤厂 -&(!+ !())). &!)().!+

&
城市污水

处理系统
+!(+’ &*()+,- -))-(-))’

合 计 ,.()*&- )+!,(&-..

整个污水处理系统（,个处理厂）/01,削减为

,.()*&- " 2 # $ *&(+- " 2 # % +,(,’&- " 2 #
整个系统的处理费用为：

)+!,(&-万元 $ %*-,!(-万元 % !%&)+(.-万元

" 结 论

$% 通过分析可见，分解协调法具有计算简捷、
复杂系统可简单化的优点，将大型复杂系统分解成

若干子系统后，可充分利用现有的模型，尤其对于高

度耦合的系统，较为实用。

&% 模型可以减少维数，并且不同的子系统可用

不同的最优化技术求解。分解可以减少问题的维

数，使大系统问题变成若干个维数较少的子问题，使

一些无法求解的问题得到最优化。

’% 计算过程中关于拉格朗日乘子作为影子价
格的经济解释，有助于分析人员对系统行为的认识。
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有的标准值有一定的随意性。如何合理确定变量标

准值，需要更广泛参照国内外的研究成果。变量标

准值对评价结论的影响，也需要利用模型通过计算

进行敏感性分析。水环境承载度作为用来衡量一个

区域（流域）可持续发展的度量，在现阶段只是一个

相对于理想状态的值 3当然越接近 %，区域（流域）的
发展就越可持续，反之亦然。但是，从单纯的数值上

看，并不认为诸如水环境承载度大于 .(-或 .()，区
域（流域）的发展就达到合格标准了。研究重点在于

水环境的承载趋势及变化速度的量化，以说明区域

（流域）是否走向可持续发展。

为评价区域水环境承载与经济社会荷载之间的

相对关系，本文采用水环境承载的可持续性评价指

标体系来进行分析。该指标体系为指数!指标!变量
的金字塔信息模式，分 % 个指数、- 个分类指标、*-
个表征变量。根据保定市的地域特点与发展情况，

本文选取 %’’, 6 !..&年十年的统计资料，采用常规
加权平均综合评价法、模糊综合评价法分别计算了

保定市 %’’, 6 !..& 年的水环境承载度。结果分析
表明，保定市的水环境承载度尽管处于较低水平（小

于 .(-），但总体而言，水环境可持续承载度呈现出
逐年增大的趋势，增加的幅度大约为 .(.% 2 7，表明总

体趋势是向好的方向发展。不过局部地区的一些指

标仍有远离可持续承载的趋势，需要采取相应的措

施与对策。从实例分析结果看，可以认为水环境承

载的可持续性评价指标体系对于区域或流域的社会

经济发展是否与水环境协调的评价与分析，是一个

有力的技术方法。
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研究［8］3 9:;8!:<!!..,!,!..%，!..,3

［*］惠泱河，蒋晓辉，黄强，等 3水资源承载力指标体系研究
［4］3水土保持通报，!..%，!%（%）：*.!*&3
［&］贾振邦，赵智杰，李继超，等 3本溪市水环境承载力及指
标体系［4］3环境保护科学，%’’,，!%（*）：+!%%3

［,］常克艺，王祥荣 3全面小康社会下生态型城市指标体系
实证研究［4］3复旦大学学报：自然科学版，!..*，&!（-）：
%.&&!%.&+3

［-］朱宣清，弓冉，穆仲义，等 3白洋淀环境演变及预测［5］3
西安：西安地图出版社，%’’&3

［)］梁宝成 3白洋淀水资源可持续发展探讨［4］3河北水利水
电技术，!..!（!）：!.!!%3

［+］陈义华 3数学模型［5］3重庆：重庆大学出版社，%’’,3
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