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基于马尔科夫模型的污染物质量浓度变化规律

覃春乔,陈摇 星,张其成,王卫平

(河海大学水文水资源学院,江苏 南京摇 210098)

摘要:采用马尔科夫模型模拟调水过程中太浦河练塘大桥断面处污染物质量浓度变化过程,并通过

构建转移矩阵,确定进步度,对污染物质量浓度的变化情况进行动态评价,研究污染物质量浓度变

化规律。 结果表明,调水指标的进步度计算结果整体为正,但局部地区出现负值;随着调水量的增

加,水体自净能力增强,各指标的进步度普遍提高;调水试验结束进入水资源常规调度期间,水质长

时间保持良好。 本研究旨在为制定河湖连通调水方案提供借鉴。
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Variation of pollutant concentration based on Markov model
QIN Chunqiao, CHEN Xing, ZHANG Qicheng, WANG Weiping

(College of Hydrology and Water Resources, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: In this study, the Markov model was used to simulate the variation of the pollutant concentration at the
Liantang Bridge section during the process of water diversion from the Yangtze River to Taihu Lake. Through the
construction of the transfer matrix, the degree of progress was determined, and the dynamic variation of the
pollutant concentration was evaluated. The results show that the calculated degree of progress of the water diversion
indicator was positive, with negative values in some areas; with the increase of diverted water, the self鄄purification
capacity of contaminants improved, and the degrees of progress of all indicators increased; and the water quality
has been high for a long time during the water resources regular scheduling since the trial water diversion was
completed. This study aims to provide references for the establishment of water diversion schemes for connected
rivers and lakes.

Key words: pollutant concentration; Markov model; degree of progress; water diversion from Yangtze River to
Taihu Lake

摇 摇 太湖流域地形地貌特征独特,流域内河网密集,
水面平缓,在径流和潮汐的双重作用以及人类活动

的强烈影响下,河道内的水流动性差。 太浦河是连

接太湖和黄浦江的通道。 太浦河及黄浦江一线不仅

是太湖洪水的主要下泄通道,而且是流域下游上海、
杭嘉湖地区的主要来水水源。 上海市根据黄浦江上

游来水的水质和水量情况,规划从东太湖调水,以改

善黄浦江上游供水水源地的水质。 2002 年建设的

引江济太工程,就是通过太浦河增加黄浦江上游的

供水量,改善太浦河下游及黄浦江的水质。
在江河湖连通的条件下,水资源引清调度是保

持河流水系连通性、维持河湖健康的重要手段。 分

析水资源引清调度的效果,以确定高效经济的水资

源调度方案,可从水体流动性和水质水环境容量的

改善情况来进行。
分析水质变化情况,探索各项污染物质量浓度

的变化规律,近年来所采用的方法有很多,归纳起来

主要有:模糊可变集合理论[1],基于灰色系统理论
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的灰色法[2],神经网络法[3],AHP 法以及主成分分

析法[4]。 江湖河连通过程中污染物质量浓度的变

化受到多种不确定因素的影响,污染物从一个状态

转移到另一个状态具有一定的随机性。 基于数学表

达式的水质预测模型很难将这些因素都考虑进去,
水质评价定性模型也很难考虑所有影响因素。 污染

物质量浓度的变化过程是一种具有马尔科夫特性的

随机过程,笔者采用马尔科夫模型研究江河湖连通调

水过程中典型断面上污染物质量浓度的变化规律,并
通过构建转移矩阵确定进步度的方法对污染物质量

浓度变化情况进行动态评价。

表 1摇 马尔科夫规格化后指标质量状态划分

质量状态 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

指标区间 [0郾 00,0郾 05) [0郾 05,0郾 15) [0郾 15,0郾 25) [0郾 25,0郾 35) [0郾 35,0郾 45) [0郾 45,0郾 55) [0郾 55,0郾 65) [0郾 65,0郾 75) [0郾 75,0郾 85) [0郾 85,0郾 95) [0郾 95,1郾 00]

1摇 马尔科夫模型原理

马尔科夫模型因安德烈·马尔科夫而得名。 马

尔科夫过程是一种无后效性的随机过程。 一个系统

的状态转换过程中第 n 次转换获得的状态常决定于

第 n-1 次的结果,与 n-1 次之前的状态无关;这种

时间和状态都处于离散状态的马尔科夫过程称为马

尔科夫链[5]。
假设系统的状态空间为 E={E1,E2,…,En},而

在每一个时间系统只能处于其中一个状态,因此每

一个状态都有 n 个转向(包括转向自身),即,E i寅
E1,E i寅E2,…,E i寅E i,…,E i寅En。

在 m 时刻系统处于状态 E i 的条件下,在 m+k
时刻系统处于状态 E j 下的条件概率可表示为

p(k)
ij = P{X(m + k) = E j X(m) = E i}

(E i,E j 沂 E) (1)
摇 摇 当 k=1 时,pij = P{X(m+1)= E j X(m)= E i},
即系统在 m 时刻处于状态 E i、在 m+1 时刻处于状

态 E j 的条件概率,称为由状态 E i 经一次转移到状

态 E j 的转移概率。 系统所有状态的一步转移概率

的集合所组成的矩阵称为一步状态转移概率矩阵,
其形式为

P =
p11 … p1n
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pn1 … p

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

nn

(2)

摇 摇 此矩阵具有以下两个性质:淤非负性:pij逸0,i,j =

1,2,…,n;于行元素之和为 1,即 移
n

j = 1
pij = 1,( i = 1,

2,…,n) 。
由一步转移概率的定义可知,k 步转移概率为

系统由状态 E i 经 k 次转移到状态 E j 的概率,可表

示为[6]

p(k)
ij = P{X(m + k) = E j X(m) = E i}

(E i,E j 沂 E) (3)
摇 摇 因此,系统的 k 步转移概率矩阵就是由所有状

态的 k 步转移概率集合所组成的矩阵,其形式为

P(k) =
p(k)
11 … p(k)

1n

左 左
p(k)
n1 … p(k)
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1. 1摇 指标归一化处理

采用传统的 Zadeh 规格化公式[7]:
越大越优型:

rij =
xij - ximin

ximax - ximin
(5)

摇 摇 越小越优型:

rij =
ximax - xij

ximax - ximin
(6)

式中:xij为第 i 项指标第 j 项状态的值;ximax为第 i 项
指标所有状态的最大值;ximin为第 i 项指标所有状态

中的最小值;rij为规范化后的第 i 项指标第 j 项状态

的值。
在评价指标中,有的指标特征值变化范围较大,

有的变化范围小,在规格化过程中,就会夸大特征值

变化范围较小的指标在评价中的相对作用,使评价

结果偏离实情。 利用改进的 Zadeh 公式可克服该缺

点。 改进的 Zadeh 公式为

摇 摇 越大越优型:rij =
xij

ximax + ximin
(7)

摇 摇 越小越优型:摇 摇 摇 摇 rij = 1 -
xij

ximax + ximin
(8)

1. 2摇 划分质量状态

根据所要评价水环境的特点和实际需要,将水

环境质量状态划分为 N 个级别,对于有限个状态空

间表示为 E={1,2,…,N}。 最常见的根据水环境质

量标准中水质类别,将指标值划分为 6 个状态。 实

际情况中,某一个指标的监测值大量集中在一个水

质类别中,若单纯按照水质分类,将达不到判断水质

变化趋势的目的。 此时按水质分类的方法不适用,
需要人为规定隶属范围更小、隶属度更精细的状态

划分标准[8]。
本文将规格化后的指标划分为 11 个质量状态,

即E={1,2,…,11},具体划分见表 1。
考虑水环境改善力度以及目标效果尽可能最

优,将上述临界点状态下的值归属于较高状态区间。
划分质量状态之后,对每个指标规格化后的值将其
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隶属到某个状态内,得到指标隶属矩阵 R= rij沂E。
1. 3摇 求各指标权重

采用离差最大化赋权法,令 wmax = 1,其余权重

按比例相应放大,即
W忆 = w j / wmax 摇 ( j = 1,2,…,m) (9)

摇 摇 离差最大化赋权法公式[9]为

w j =
移

n

i = 1
移

n

k = 1
rij - rkj

移
m

j =
[

1
移

n

i = 1
移

n

k = 1
rij - r ]kj

2
(10)

式中:w j 为第 j 项指标初始权重;W忆为指标规范化后

的权重;rkj为规范化后的第 k 项指标第 j 项状态的

值;m 为指标数,n 为监测次数。 确定初始矩阵 A,
矩阵 A 中的数值采用进一法原则进行整数化。
1. 4摇 求概率转移矩阵

得到初始矩阵后,便可根据指标隶属矩阵来计

算转移矩阵。 假设共有 m 个指标进行了 n 次监测,
在这 n 次监测中,相邻的两次监测指标由 i 级转变

成 j 级的总数为 kij,i,j = 1,2…,11,且默认第 n 次监

测值转为本身,i 级内的原始样本的数为 K i,则 i 级 j
级的转移概率[10] pij为

pij = kij / K i (11)

式中, 0 臆 pij 臆1,移
N

j = 1
pij = 1。

转移矩阵即为 P = ( pij) N伊N(N 为划分状态的个

数)。
1. 5摇 求绝对进步度

由计算得到的转移矩阵 P 已可对水质的未来发

展进行预测,也可对监测期内的水质动态发展有一个

大致的了解,但为了更明确地显示水质的变化情况,
需要做进一步计算,在此引入进步度[11]的概念。

假设:淤水质改善,进步度为正;水质恶化,进步

度为负;于水质改善或恶化越明显,进步度的绝对值

越大[8]。
根据以上假设,定义进步度 sij为

sij = ( j - i) j - i pij (12)
式中:i,j=1,2…,11,则 s = ( sij) N伊N称为概率转移矩

阵 P 的进步矩阵, d( s) = 移
N

i,j = 1
s ,称为绝对进步度。

1. 6摇 求相对进步度

为了更易于比较各指标的动态发展情况,需要

将 d( s)进行规格化,使水质改善最大的相对进步度

为 1,水质恶化最严重时的相对进步度为-1,限定相

对进步度 D( s)的范围为[-1,1]。
D( s) = d( s) / (N - 1) 2 (13)

式中,N 为划分状态的个数,本研究中,N=11[12]。

进步度是一个范围在[ -1,1]之间的数。 这个

数大于零,说明污染物指标质量情况是改善的,反之

则是恶化的。 进步度绝对值越大,说明水质改善或

恶化的程度越大。 进步度是一个概率统计参数,可
以宏观定量分析水质水量的关系,不受个别突变值

的影响。

2摇 实例应用

练塘大桥位于太浦河下游,是控制黄浦江水质

的重要断面。 表 2 为太浦河练塘大桥断面在调水试

验期间的实测流量和水质情况 (这里将 CODMn、
NH3 鄄N、TP、TN、引水流量 5 个指标作为水环境安全

的指标体系)。
表 2摇 太浦河练塘大桥断面引水流量和水质情况

日期
引水流量 /
(m3·s-1)

籽(NH3鄄N) /
(mg·L-1)

籽(CODMn) /
(mg·L-1)

籽(TN) /
(mg·L-1)

籽(TP) /
(mg·L-1)

2006鄄03鄄22 50 4郾 52 0郾 83 3郾 75 0郾 08
2006鄄03鄄23 100 5郾 23 0郾 96 3郾 71 0郾 10
2006鄄03鄄24 100 4郾 93 1郾 05 3郾 32 0郾 08
2006鄄03鄄25 200 5郾 40 0郾 86 3郾 49 0郾 08
2006鄄03鄄26 200 5郾 00 0郾 78 3郾 24 0郾 09
2006鄄03鄄27 300 6郾 05 0郾 57 3郾 01 0郾 09
2006鄄03鄄28 300 6郾 05 0郾 57 3郾 01 0郾 09
2006鄄03鄄29 300 4郾 65 0郾 48 2郾 69 0郾 09
2006鄄03鄄30 280 5郾 60 0郾 39 3郾 14 0郾 08
2006鄄03鄄31 280 4郾 79 0郾 46 2郾 94 0郾 08
2006鄄04鄄01 280 4郾 54 0郾 33 2郾 87 0郾 08
2006鄄04鄄02 400 3郾 85 0郾 21 2郾 28 0郾 07
2006鄄04鄄03 280 3郾 86 0郾 24 2郾 16 0郾 06
2006鄄04鄄04 280 3郾 82 0郾 21 2郾 45 0郾 07
2006鄄04鄄05 50 4郾 00 0郾 19 2郾 23 0郾 06
2006鄄04鄄06 50 4郾 23 0郾 22 2郾 35 0郾 07
2006鄄04鄄07 50 3郾 82 0郾 21 2郾 37 0郾 07

根据质量状态划分标准,将太浦河练塘大桥实

测的流量数据以及水质数据划分隶属度矩阵 R。 根

据离差最大化赋权法公式,通过 matlab 程序编写求

得初始矩阵 E 以及权重。

R =

2 6 4 5 6
3 6 3 5 5
3 6 2 5 6
5 6 4 5 6
5 6 5 6 5
8 5 6 6 5
8 5 6 6 5
8 6 7 6 5
7 5 8 6 6
7 6 7 6 6
7 6 8 6 6
10 7 9 7 7
7 7 9 7 8
7 7 9 7 7
2 7 10 7 7
2 7 9 7 7

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

2 7 9 7 7

摇 E =

2 2 4 1 2
3 2 3 1 2
3 2 2 1 2
5 2 4 1 2
5 2 5 2 2
8 1 6 2 2
8 1 6 2 2
8 2 6 2 2
7 1 7 2 2
7 2 6 2 2
7 2 7 2 2
10 2 8 2 2
7 2 8 2 3
7 2 8 2 2
2 2 9 2 2
2 2 8 2 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

2 2 8 2 2
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其中,w=(1,0郾 262 1,0郾 927 2,0郾 286 4,0郾 344 7) T。
已知流量的基础上,CODMn的影响力变化程度

大于其他指标因子。 通过 CODMn变化情况由公式求

得练塘大桥马尔科夫转移概率矩阵为

PCODMn
=

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0郾 5 0 0郾 5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0郾 5 0郾 5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0郾 8 0郾 2 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

建立 matlab 程序求解进步度结果为

D(CODMn) =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0. 040 0 0 0 0 0 0 0
0 - 0. 010 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 - 0. 005 0 0. 005 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0. 010 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0. 005 0 0 0 0
0 0 0 0 0 - 0. 005 0 0. 005 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0. 002 0 0
0 0 0 0 0 0 - 0. 010 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

摇 摇 由图 1 看出,调水指标相对进步度计算结果整

体为正,局部地区出现负值,并且随着调水流量的增

加,污染物自净能力增加,各指标进步度普遍提高,
调水试验结束后的水资源常规调度期间,相对进步

度为正,说明水质长时间保持良好。

图 1摇 CODMn相对进步度计算曲线

当引水流量达到 300 m3 / s 时,太浦河向外排
水,此时,太浦河水体污染物质量浓度随着流量的增

加而降低,水质趋好。 当引清比小于 1 时,由于太浦

河支流的水质多为劣吁类,可视为点污染源,加之流

域内面源污染,使得引水水量不足以稀释污染物,且
太浦河水流流速加快,导致底泥污染物释放,加剧了

太浦河的污染。 从图 1 可以看出,某些节点的水质

在引水过程中降低,其原因是引水路线上的河道污

水在水位抬高过程中汇入了太浦河,导致水质变坏。

而在长期引水过程中,还出现水质恶化的情况,这需

要考虑重点污染区域是否存在污水大量偷排的

问题。

3摇 结摇 语

利用马尔科夫模型计算水质状态转移概率矩

阵,历史数据越多,预测结果就越可靠。 当数据量较

少时,所得出的转移矩阵不能真实地反映水质变化

规律。 状态矩阵的随机性较强,应综合利用其他水

质模型进行综合对比分析,以更好地预测水质的变

化情况。
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