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基于灰色马尔科夫模型的南四湖水质预测

马　 景,武周虎,邹艳均,任　 鹏,李　 琪
(青岛理工大学环境与市政工程学院,山东 青岛　 266033)

摘要:针对传统 GM(1,1)模型存在灰色偏差和抗干扰能力弱的问题,建立一种等维新息灰色马尔
科夫模型。 该模型采用灰色马尔科夫模型改进传统 GM(1,1)模型,再利用等维新息思想更新建模
所需数据序列。 运用该模型对南四湖 2019—2021 年的水质状况和水质演变趋势进行预测,结果表
明:灰色马尔科夫模型的相对误差小、精度高、预测结果合理;2019—2021 年南四湖水质整体呈现
由北向南逐渐变好的趋势,其中 CODCr、NH3 -N、CODMn质量浓度呈下降趋势,TP、TN 质量浓度有上
升现象,存在超标风险,应加强对南四湖流域 TP、TN的控制。
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Water quality prediction of Nansi Lake based on grey Markov model∥MA Jing, WU Zhouhu, ZOU Yanjun, REN
Peng, LI Qi(School of Environmental and Municipal Engineering, Qingdao University of Technology, Qingdao 266033,
China)
Abstract: Aiming at the problems of grey deviation and weak anti-interference ability of the traditional GM(1,1) model, a
grey Markov model with equal dimension and new information was established. The model adopted grey Markov model to
improve the traditional GM(1,1) model and then used the concept of equal dimension and new information to update the
data sequence required for modeling. The model was used to predict the water quality status and water quality evolution
trend of Nansi Lake from 2019 to 2021. The results show that the grey Markov water quality model has small relative errors,
high accuracy and reasonable prediction results. From 2019 to 2021, the overall water quality of Nansi Lake will gradually
improve from north to south, wherein the mass concentration of CODCr, NH3 -N, and CODMn shows a downward trend while
the mass concentration of TP and TN has an upward trend and there is a risk of exceeding the standard. Therefore, the
control of TP and TN in the Nansi Lake Basin should be strengthened.
Key words: water quality model; grey theory; traditional GM(1,1) model; Markov model; Nansi Lake

　 　 南四湖是南水北调东线工程的必经之地,其
水环境质量对受水区的供水安全保障至关重要。
南四湖流域内人口众多,工业和农业生产结构特
征复杂,水环境容量小,水体污染与水资源短缺等
问题较为突出。 自 2002 年南水北调东线工程开
工以来,山东省全面推进“治用保”流域治污体系,
实现输水干线水质基本达到规划的水质目标。
2013 年 12 月南水北调东线一期工程顺利通水后,
山东省生态环境厅继续组织开展了每年两次的南

四湖水质空间监测工作。 本文以 2010—2018 年
南四湖水质空间监测数据为基础,开展南四湖水

质模型研究。
在湖泊水环境规划、评价和管理工作中,水质

模型是重要的技术支撑[1-3] 。 由水质预测可以了
解湖泊水环境质量的变化趋势,及时发现导致湖
泊水质恶化的原因并采取必要的治理对策[4] 。 目
前常用的水质预测方法有灰色系统理论预测

法[5] 、数理统计预测法[6-7] 、水质模拟预测法[8-9]和

神经网络模型法[10-11]等。 相对而言,灰色系统理
论预测法对水质实测数据的信息量要求较少,但
存在灰色偏差和抗干扰能力弱的问题。 因此,国
内许多学者将灰色系统中的 GM(1,1)模型应用于
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水质预测中,并通过不断改进灰色模型来提高预
测精度。 王海云等[12]采用残差修正处理技术后显

著提高了 GM(1,1)模型的预测精度,解决了三峡
大坝与葛洲坝之间水质数据波动性大的问题;李
娜等[13]基于 GM(1,1)模型提出新陈代谢理论,在
补充新信息的同时去除因时间推移使其影响降低

的老信息,为传统模型的改进提供了新思路;颜廷
文等[14]利用等维新息原理改进 GM(1,1)模型,同
时利用马尔科夫链理论来改进对太湖流域水质预

测的结果;卢丹[15]基于灰色马尔科夫模型提出粒

子优算法,快速求得了模型的最优化解,并将其应
用于地下水水质预测中。
本文采用灰色马尔科夫模型改进传统 GM(1,

1)模型,再利用等维新息思想更新建模所需数据序
列,构建一种等维新息灰色马尔科夫模型;在模型检
验的基础上,对 2019—2021 年南四湖水质状况和水
质演变趋势进行预测与分析,旨在诊断可能存在的
水质问题,为南水北调南四湖水污染防治工作提供
参考。

1　 南四湖水质监测概况

南四湖位于鲁西南济宁市,自北向南由南阳湖、独
山湖、昭阳湖和微山湖 4 个湖泊连接而成,南北长约
126 km,湖面面积约 1 266 km2,蓄水量为 20． 08亿 m3。
南四湖流域面积为 3． 17 万 km2,承接 53 条河流的
来水,湖内各区段受污染情况因各河流的污染状况
不同而产生差异[16]。 位于南四湖湖腰的二级坝枢
纽工程将南四湖分为上级湖(北段)和下级湖(南
段) [17]。 在南水北调东线工程中,输水是由下级湖
南端入湖,经二级坝泵站提水入上级湖,再由上级湖
北端出湖,入梁济运河。
南四湖水质空间监测采用网格式布点法,在上

级湖和下级湖共均匀布置 90 个监测点,其中上级湖
51 个,下级湖 39 个。 监测时间为每年春末 4—5 月
和秋末 10—11 月,主要水质监测指标为 CODCr、pH
值、温度、TP、TN、NH3 -N、CODMn、悬浮物、电导率、叶
绿素 a等。 对比 GB 3838—2002《地表水环境质量
标准》,选取 CODCr、CODMn、TP、TN、NH3 -N等 5 项水
质指标作为研究对象,选用 2010—2018 年共 16 批
次(其中 2010 年与 2012 年分别为春和秋未监测)南
四湖水质空间监测数据分别建立南四湖平均值、上
级湖平均值、下级湖平均值和调水出湖口 4 个特征
值的灰色 GM(1,1)模型。
以 2010—2018 年南四湖全湖每年春季的

CODCr、CODMn、TP、TN、NH3 -N 数据平均值(表 1)为
例,建立灰色 GM(1,1)模型的原始数据序列。

表 1　 2010—2018 年南四湖春季水质监测数据平均值
Table 1　 Averagevalue of spring water quality monitoring

data of Nansi Lake from 2010 to 2018

年份
质量浓度 / (mg·L - 1)

TN CODCr CODMn TP NH3 -N

2011 1． 04 24． 24 6． 24 0． 09 0． 30
2012 1． 05 25． 70 5． 67 0． 09 0． 26
2013 0． 90 21． 54 5． 25 0． 08 0． 27
2014 0． 71 19． 62 5． 75 0． 07 0． 20
2015 0． 84 16． 84 5． 10 0． 08 0． 14
2016 0． 97 18． 98 5． 52 0． 05 0． 13
2017 1． 04 17． 45 4． 66 0． 05 0． 08
2018 0． 86 15． 67 4． 79 0． 05 0． 22

　 　 注:2010 年春季未监测,从 2011 年春季开始统计。

2　 南四湖水质预测模型

2． 1　 模型构建
南四湖水质预测模型的理论基础为灰色理论,

灰色理论的核心是通过部分已知信息建立数学模型

来预测事物的发展。 其构建原理为:分别以 5 项水
质指标为研究对象,首先对选定水质指标的原始数
据进行一次累加处理,生成累加序列使其具有指数
规律;其次对累加序列建立一阶微分方程并求解;第
三将求解结果累减还原得到相应水质指标的预测

值。 南四湖灰色 GM(1,1)模型构建的方法步骤
如下:

a. 选定水质指标的原始数据序列,记为 X0 =
{x0,1,x0,2,…,x0,n},生成 X0的一次累加序列 X1 =
{x1,1,x1,2,…,x1,n} [18-19],其中:

x1,k = ∑
k

i = 1
x0,i 　 (k = 1,2,…,n) (1)

式中 n为样本数。
b. 对原始数据进行级比检验。 先计算原始数

据的级比 ρk序列:

ρk =
x0,k-1

x0,k
　 (k = 2,…,n) (2)

再判断 ρk 是否均在可容性覆盖区间∂ = ( e - 2 / n + 1,
e2 / n + 1)内。 若是,则相应数据序列可以建立灰色
GM(1,1)模型;否则,应选取适当的常数 b 对该组
数据进行平移转换处理,使处理后的数据序列 Y0 =
{y0,1,y0,2,…,y0,n}的级比落入可容性覆盖区间内,
其平移转换过程为

y0,k = x0,k + b (3)
c. 通过一次累加序列 X1,建立南四湖灰色

GM(1,1)模型的一阶微分方程:
dX1

dt + αX1 = q (4)

式中:α、q分别为发展系数和灰色作用量。
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d. 设 a = (α,q) T,运用最小二乘法,求解 α、q:
a = (α,q) T = (BTB) -1BTD (5)

其中 B =
- 0． 5x1,1 … 1

︙ ︙
- 0． 5x1,n-1 … 1

é

ë

ù

û

　 D =
x0,2

︙
x0,n

é

ë

ù

û

e. 由式(4)和式(5)得到灰色 GM(1,1)模型:

x︿ 1,k+1 = x0,1 - q
α( )e -αk + q

α (6)

f. 将累加值 x︿ 1,k + 1经过一次累减还原成预测

值 x︿ 0,k + 1:
x︿ 0,k+1 = x︿ 1,k+1 - x︿ 1,k (7)

2． 2　 模型检验
为了检验模型的可信度,需对预测值进行后验

差检验[20-21]。 建立一阶残差序列:
E0 = {e0,1,e0,2,…,e0,n} =

{x0,2 - x︿ 0,2,x0,3 - x︿ 0,3,…,x0,k - x︿ 0,k}
(8)

令选定水质指标原始数据序列的方差为 s1,残
差序列 E0的方差为 s2,分别计算后验比 c 与小误差
概率 p:

c =
s2
s1

(9)

p = { | Δ0,k - Δ0 | < 0． 674 5 s1} (10)
其中 p和 c的大小共同决定模型精度等级。 表 2 给
出了 4 级好、合格、基本合格和不合格的模型精度等
级。 模型 c越小,p越大,则模型精度高。 c 越小,则
s1越大、s2越小,即原始数据序列离散程度大,残差序
列离散程度小,由模型所得预测值与原始数据相差
小,p值越大则表明预测值较为均匀。 若检验精度
等级符合要求,则建立的灰色 GM(1,1)模型可直接
预测数据;若精度等级不符合,则对预测数据进行
修正。

表 2　 灰色模型精度等级
Table 2　 Accuracy table of grey mode

等级 p c

好 ≥0． 95 ≤0． 35
合格 0． 80≤p < 0． 95 0． 35 < c≤0． 5
基本合格 0． 70≤p < 0． 80 0． 50 < c≤0． 65
不合格 < 0． 70 > 0． 65

2． 3　 模型的修正
对式(8)中的 E0建立灰色 GM(1,1)模型:

e︿ 1,k+1 = e0,2 - q′
α′( )e -α′k + q′

α′　 (k = 2,3,…,n)

(11)
将模型进行累减还原,得到残差修正值e︿ 0,k + 1:

e︿ 0,k+1 = e︿ 1,k+1 - e︿ 1,k (12)

采用残差修正值 e︿ 0,k + 1对水质指标的传统 GM
(1,1)模型预测值进行修正,得到修正后的x︿ ′0,k:

x︿ ′0,k = x︿ 0,k + m0,k e︿ 0,k+1 (13)

其中　 m0,k =
1 (x0,k - x︿ 0,k > 0)
- 1 (x0,k - x︿ 0,k < 0){

引入灰色马尔科夫模型判断 m0,k的正负。 灰色
马尔科夫模型根据状态转移之间的概率来进行预

测[22-25],适用于预测随机变化无规律的数据,弥补
了传统 GM(1,1)模型对波动性和趋势性数据预测
精度低的不足。 其计算过程如下:

a. 根据 E(0)划分状态。 本文划分两种状态,状
态 1 表示残差为正,状态 2 表示残差为负。

b. 求从状态 i转移到状态 j经过的次数所占的
概率 pij:

pij =
Mij

Mi
　 ( i = 1,2;j = 1,2) (14)

式中:Mij为状态 i转移到状态 j经过的次数;Mi为状

态 i出现的总次数。 根据式(14)得到状态转移矩
阵 P:

P =
p11 p12

p21 p22

é

ë

ù

û
(15)

c. 选定残差序列最后一个值的状态作为初始
状态向量 μ0。 设 μ0 = (μ0,1,μ0,2),其中 μ0,1、μ0,2分

别代表处于状态 1 和状态 2 时的概率。 即最后一个
残差值若为正,μ0 = (1,0);若为负,μ0 = (0,1)。

d. 根据 μt = μ0P t,求出经过 t次状态转移后,第
t次的状态概率。 选取概率最大的状态作为最终结
果,若两种状态概率相等,取前一次计算的结果。
2． 4　 模型的等维新息预测
将南四湖水质指标预测值 x0,n + 1补充到原始数

据序列 X0 = { x0,1,x0,2,…,x0,n}中作为最后一个水
质数据,同时删掉最早的一个水质数据,得到更新后
的水质数据序列 X0 = {x0,2,x0,3,…,x0,n + 1}。 对该水
质数据序列重新进行计算、建模、预测,直至结果达
到任务要求。 在不断更新数据的过程中,建模序列
更能反映水环境系统目前的特征。

3　 结果与分析

3． 1　 两种模型精度对比
为对比分析灰色马尔科夫模型与传统 GM(1,

1)模型的预测精度,以 2011—2019 年春季水质监测
TN 指标为例,其实测值与两种模型的预测值见
图 1。 由图 1 可以看出,灰色马尔科夫模型预测值
与实测值拟合度更高,灰色马尔科夫模型、传统
GM(1,1)模型预测值与实测值间的相关系数分别
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为 0． 95、0． 44。 通过统计数据可知传统 GM(1,1)模
型预测值的相对误差在 - 11． 7% ~ 30． 6%之间,相
对误差绝对值平均为 10． 3% ;而灰色马尔科夫模型
预测值的相对误差在 - 5． 2% ~ 5． 5%之间,相对误
差绝对值平均为 3． 3% ,大大优于传统 GM(1,1)模
型。 因此,灰色马尔科夫模型对具有波动性的数据
预测更为准确。

图 1　 2011—2019 年春季 TN质量浓度实测值与预测值
Fig. 1　 Measured and predicted values of TN index

in spring of 2011-2019

3． 2　 TN、NH3 -N和 TP指标
表 3 为 2019—2021 年春秋季南四湖 TN、NH3 -N

和 TP质量浓度预测结果。 由表 3 可见,2019—2021
年 TN质量浓度随年份和季节的推移呈现波动升高
趋势,上级湖秋季和下级湖春季均出现超标现象
(GB 3838—2002 《地表水环境质量标准》),预计
2021 年秋季南四湖、上级湖、下级湖、调水出湖口
　 　 　 　表 3　 2019—2021 年南四湖 TN、NH3 -N和

TP质量浓度预测结果
Table 3　 Prediction results of TN, NH3 -N, and TP

concentration eigenvalue of Nansi Lake from 2019 to 2021

水质
指标

时间

质量浓度预测值 / (mg·L - 1)

南四湖
平均值

上级湖
平均值

下级湖
平均值

调水出
湖口

TN

2019 年春 0． 792 0． 644 1． 050 0． 911
2019 年秋 0． 99 1． 044 0． 926 0． 941
2020 年春 0． 828 0． 669 1． 173 0． 929
2020 年秋 1． 021 1． 063 0． 949 0． 814
2021 年春 0． 855 0． 621 1． 311 0． 920
2021 年秋 1． 147 1． 216 1． 054 1． 072

NH3 -N

2019 年春 0． 281 0． 042 0． 101 0． 122
2019 年秋 0． 092 0． 086 0． 245 0． 030
2020 年春 0． 339 0． 224 0． 140 0． 096
2020 年秋 0． 098 0． 094 0． 270 0． 020
2021 年春 0． 368 0． 302 0． 087 0． 102
2021 年秋 0． 116 0． 113 0． 304 0． 075

TP

2019 年春 0． 041 0． 040 0． 060 0． 119
2019 年秋 0． 065 0． 070 0． 050 0． 090
2020 年春 0． 037 0． 035 0． 060 0． 122
2020 年秋 0． 053 0． 061 0． 040 0． 079
2021 年春 0． 033 0． 028 0． 060 0． 118
2021 年秋 0． 051 0． 055 0． 040 0． 082

TN 质 量 浓 度 平 均 值 分 别 达 到 1． 147 mg / L、
1． 216 mg / L、1． 054 mg / L和 1． 072 mg / L,均超过Ⅲ类
水水质标准。

NH3 -N质量浓度的变化规律呈现春季上升、秋
季下降趋势,均达到Ⅲ类水水质标准要求,预计到
2021 年秋季,南四湖、上级湖、下级湖、调水出湖口
NH3 -N 质量浓度平均值 分 别 为 0． 116 mg / L、
0． 113 mg / L、0． 304 mg / L、0． 075 mg / L。

TP质量浓度随年份和季节的推移呈现类似的
波动下降趋势,且在一定程度上趋于平缓。 预计
2021 年秋季南四湖、上级湖、下级湖、调水出湖口
TP 质 量 浓 度 平 均 值 分 别 达 到 0． 051 mg / L、
0． 055 mg / L、0． 041 mg / L 和 0． 082 mg / L。 调水出湖
口、上级湖、下级湖水质 TP指标存在超标现象。
由于湖区芦苇、水草等植物密度较高且湖泊换

水率低,易形成水体富营养化[26],在每年秋季枯水
期尤为显著。 徐好等[27]研究了 2006—2016 年南四
湖水质空间变化,发现 10 年间 NH3 -N 下降最为显
著,TP、TN则受季节影响有所起伏。 流域内农村污
水管网建设不健全,加之船舶航运废弃物以及工业
面污染源导致氮磷污染呈逐年升高的趋势。 总体来
说,南四湖流域由于自然环境以及人类活动因素,短
期内对氮磷污染的管控尚未取得显著成效。
3． 3　 CODCr和 CODMn指标

表 4 为 2019—2021 年春秋季南四湖 CODCr和

CODMn质量浓度预测结果。 由表 4 可见,2019—
2021 年南四湖 4 个特征值的 CODCr和 CODMn质量浓

度随年份和季节的推移呈现波动下降的趋势,其规
律均呈现秋季上升、春季下降趋势,未出现水质超标
情况。 预计到 2021 年秋季,南四湖、上级湖、下级
湖、调水出湖口 CODCr 质量浓度平均值分别为

13． 13 mg / L、13． 30 mg / L、13． 18 mg / L 和 15． 11 mg / L,
与 2018 年秋季相比,分别下降了 19． 6% 、22． 7% 、
12． 6% 、19． 2% ; CODMn 质量浓度平均值分别为

4． 40 mg / L、4． 47 mg / L、4． 43 mg / L 和 4． 24 mg / L,与
2018 年秋季相比,分别下降了 14． 2% 、 8． 4% 、
5． 3% 、15． 2% 。 CODMn、CODCr质量浓度总体上呈现

上级湖大于下级湖、秋季大于春季的特征,张柳青
等[28]的研究结果表明,湖区内有机物质量浓度受枯
水期工农业等人为污染源影响较大,上游流域的养
殖业、种植业对 COD贡献较高。
综合南四湖历年水质监测数据与以上预测结果

可得出:水质指标 CODCr、NH3 -N、CODMn质量浓度总

体均呈现下降趋势,达到Ⅲ类水水质标准要求。 南
四湖流域水环境治理取得了一定的成效,但 TN 和
TP指标质量浓度受季节影响显著,总体呈现上升趋
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表 4　 2019—2021 年南四湖 CODCr和

CODMn质量浓度预测结果

Table 4　 Prediction results of CODCrand CODMn

concentration eigenvalue of Nansi Lake
from 2019 to 2021

水质
指标

时间

质量浓度预测值 / (mg·L - 1)

南四湖
平均值

上级湖
平均值

下级湖
平均值

调水出
湖口

CODMn

2019 年春 14． 778 15． 277 12． 630 15． 631
2019 年秋 15． 030 15． 231 13． 687 12． 840
2020 年春 14． 401 14． 932 12． 361 15． 403
2020 年秋 14． 622 15． 944 14． 231 15． 831
2021 年春 13． 492 14． 007 12． 153 15． 139
2021 年秋 13． 135 13． 300 13． 179 15． 110

CODCr

2019 年春 4． 572 4． 579 4． 176 4． 507
2019 年秋 4． 901 5． 038 4． 557 4． 722
2020 年春 4． 690 4． 411 4． 020 4． 127
2020 年秋 4． 690 4． 809 4． 604 4． 488
2021 年春 4． 177 4． 227 4． 062 3． 992
2021 年秋 4． 396 4． 470 4． 426 4． 243

势。 南四湖平均值、上级湖平均值、下级湖平均值、
调水出湖口水质随季节性的变化规律明显,且春季
水质优于秋季,下级湖水质优于上级湖,说明水质由
北向南逐渐变好。

4　 结　 论

a. 利用灰色马尔科夫模型对传统 GM(1,1)模
型进行改进,通过对改进前、后两种模型精度的对比
分析发现,改进后的灰色马尔科夫模型相对误差小、
精度高,预测结果更为合理。

b. 预测结果表明, 2019—2021 年南四湖
CODCr、NH3 -N、CODMn质量浓度呈下降趋势,均达到
Ⅲ类水水质标准要求,水质自北向南逐渐变好;TN、
TP质量浓度有上升现象,存在超标风险,应进一步
加强对南四湖流域 TN、TP的控制与监管力度。

c. 自 2010 年以来,南四湖 CODCr、 NH3 -N、
CODMn治理效果明显,但 TN、TP 受流域内产业结构
性污染的影响出现波动现象。 建议进一步调整产业
结构,推行科学施肥,以减少水体富营养化的风险。
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